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∫
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∣
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f : [0, 1)s → R � # *�� � *��1'�� #$�� ����� � � � *�' V[0,1)s(f)

�,' ���&# � #�'4�!# *���� ���$��( ��'���� �$��� �!#������4#�' �!*�� ��' ( %&*�� ' �6�!#!� {x1, . . . , xN} ⊂
[0, 1)s

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f(xn) −
∫

[0,1)s

f(u)du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V ([0, 1)s, f)D∗

N (x1, . . . , xN ) .
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@~}8@�36=���<�3.}�}�@"AC<
µ = E(Xi) <∞ 36?~�

c > λ
∫∞
0 y dF (y)

� |
7�<J3.}��.?�36¤"=�<�AC�+��9� ��J36589��.?B�6�~58�"9�}�AC�+�"<>='9�}ª58�~<
9;?+587��+��@~�>589��.?B�6��3®��9; +9��"<>?~�l¤�3678789�<>7

bt
¬69{� <%�ª�V�~<>?~<> -<>7

58�~<C}8@"7 ­ =;@~}
Rt

7�<J3.���~<�}
bt
¬¨��9; '9��"<>?~�"}l367�< ­ 369�� �.@"5Ä5���58�~<C}���367�<>�~�.=��"<>7�}Ä�V9;58� 9;?+5�<>?~}89;5�§

c − dbt

D
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36?~� 58�~<®}8@"7 ­ =;@~}H7�<>A 369;?~}V�.?u58�~<®¤�3678789�<>7J¬�@"? 589;= 58�~<�?~<���5��>=�369;A �'���>@"7�}J�Ñ¦H�"9�}HAC<J36?~}H58��365H58�~<�789�}8:
­ 7��+��<�}�}��"<> -<>=�� ­ }®3.�����.7���9;?"�C5��

dRt = c dt− dSt
9 �

Rt < bt

¸I��;G �

dRt = dbt − dSt
9 �

Rt = bt,

¸I��Ç¯��

�V�~<>7�<���<���3J -<�@~}�<��k58�~<b36¤"¤"7�<> +9�36589��.?
St =

∑N(t)
i=1 Xi

��¦¨�.�-<>58�~<>7��V9;58� 58�~<Ä9;?"9;589�36=Ñ�J3 ­ 9;5�36=
R0 =

u, 0 ≤ u < b0 <∞ ¬�58�"9�}��"<>5�<>78AB9;?~<�}®58�~<E789�}8: ­ 7��+��<�}�} {Rt, t ≥ 0} 
����8��¥�9;�%@"7�<�I��;G ���

�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�


	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
 t
t

�	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	�

�	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	�

time

t

ruin

claims ~ F(y)

premiums = ct

b

dividends  dividend barrier b
reserve R

u


������������������ �"!�#%$�&('*),+.-/)10�$�+32�$4)1!6587:9
Rt

¦���� �+@�36? 589;589�<�}E�6� ­ 3678589��>@"=�367E9;? 5�<>7�<�}85�9;? 58�"9�}����.?+5�<��'5Ä367�<]58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§4�6�
}8@"78 +9; %36=
φ(u, b) =

Pr (Rt ≥ 0 ∀t > 0 |R0 = u, b0 = b)

��.7 36=;5�<>78?�36589; -<>=;§ 58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§ �6�b78@"9;?

ψ(u, b) =

1 − φ(u, b)
��36?~��58�~<E<�� ­ <��>5�<��k}8@"A �6����9�}����.@"?+5�<�� ��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}

W (u, b)
�

��9; +9��"<>?~� ¤�3678789�<>7�AC�'�"<>=�}
��3J -<�3E=��.?"�l�"9�}85��.78§B9;? 789�}8:b58�~<��.78§ 
�}�<�<�<%� �~� �;GJD�¬�G	-�¬+¯%D  ����¥~�.7H3Ä}8@"78 -<>§
�.?�58�~<E7�<>=�36589��.?k¤z<>5���<�<>?n��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}�36?~��5�3 �u7�<>�%@"=�36589��.?~}���<E7�<���<>7V5�� �ÂL'¬ GJ°� ��
'*),+ -.),+ �Ç¯F�! 
}8�~�J��<�� 58��365�¤�3678789�<>7l��9; +9��"<>?~�"}l���.?~}8589;58@"5�< 3����.A ­ =�<>5�<C�¸36AB9;=;§4�6��¢�367�<>5��6¡�� ­ 589;A 36=
��9; +9��"<>?~�"}*� ��? 58�~<��J3.}�<l�6��3C�~�.789;�J�.? 5�36=���9; +9��"<>?~�n¤�3678789�<>7

bt ≡ bc =
���.?~}85J�;¬�9;5®9�}®<J3.}�§�5�� }�<�<�58��365

φ(u, b) = 0 ∀ 0 ≤ u ≤ b
�<;.).= ),+?>A@ 1CB �ÇF�G  ¨@~}�<��u58�~<E5�<����"?"9 � @~<l�6��9;?+5�<>�%7��6¡���9��z<>7�<>?+589�36=Ñ<��+@�36589��.?~}

5��®�"<>789; -<�58�~<H����367�3.�>5�<>789�}�589��H��@"?~�>589��.?B�6��58�~<�589;AC<�5���78@"9;?]9;?]58�~< ­ 7�<�}�<>?~��<H�6� 3®�~�.789;�J�.? 5�36=~��9; '9��"<>?~�
¤�3678789�<>7H���.7H<�� ­ �.?~<>?+589�36=;=;§u��9�}�58789;¤"@"5�<����>=�369;AC}J��¦H�"9�}�3 ­"­ 7��-3.���k�H3.}V�-<>?~<>7�36=;9;�J<��u¤ § '*),+ -.),+D@ 7E>
;.146 > �ÇI�G  ��GFH@ >EB ;@),7I@ 7E> 'KJ ) ;?;?6 7E= ��-F�  ~�J36=��>@"=�365�<��B58�~<H� ­ 589;A 36=~ %36=;@~<��6�

bc
58��365�A 3 ��9;AB9;�J<�}�58�~<

<�� ­ <��>5�<��  .36=;@~<b�6��58�~<]��9�}����.@"? 5�<�� ��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}E9;? 36?w<����.?~�.AB9��B<>?+ +9;7��.?"AC<>?+5J�]£®<���<>? 58=;§
L + -�MONOP � K%K� ¨�"<> -<>=�� ­ <�� 36?n3.}8§'A ­ 5��.589��E58�~<��.78§ �¸�.7�3]�"9;�%�k�~�.789;�J�.? 5�36=Ñ��9; +9��"<>?~�k¤�3678789�<>7J�
�{���.?~<C36=;=��J��}��¸�.7�AC�.?~�.5��.?"9��J36=;=;§n9;?~�>7�<J3.}89;?"�

bt
9;?w58�~<]AC�+�"<>={¬ª3 ­ �%}89;589; -< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§w�6�H}8@"78 +9; %36=

�J36?k¤z<�3.���"9�<> -<�� ��¦H�~<��J3.}�<��6��=;9;?~<J367���9; +9��"<>?~��¤�3678789�<>7�}®9�}H�{369;78=;§u��<>=;=¨@"?~�"<>7�}�5��+�'� � '*) + - ),+ �Ç¯-L  
�"<>789; -<��]36?]@ ­"­ <>7ª¤z�.@"?~�E�¸�.7ª58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§b�6�~78@"9;?��¸�.7

bt = b+at
¤ §�A 3678589;?"� 36=�<�AC<>58�~�'�"}�36?~��9;?

�ÇI%°  "�~<V�.¤"5�369;?~<��C<��"3.�>5�}��.=;@"589��.?~}����.7Ñ58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§B�6� 78@"9;? 36?~�b58�~<�<�� ­ <��>5�<��B}8@"A �6� ��9�}����.@"?+5�<��
��9; +9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}

W (u, b)
9;?k5�<>78AC}��6�Ñ9;?  ~?"9;5�<�}�<>789�<�}�9;?�58�~<Ä�J3.}�<Ä�6�Ñ<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§k��9�}858789;¤"@"5�<��

�>=�369;A 36AC�.@"?+5�}J� ¦H�"9�}�7�<�}8@"=;5
�H3.}
�-<>?~<>7�36=;9;�J<�� 5��l3678¤"9;587�3678§ ��78=�36?"�]�>=�369;A 36AC�.@"? 5V��9�}858789;¤"@"589��.?~}�9;?
;.68)�=QBR@ 7E> /26�N 1TS �ÇF%¯  ¨¤ §��"<> -<>=�� ­ 9;?"��3B}8@"9;5�36¤"=�<Ä}��.=;@"589��.? 36=;�-�.789;58�"Ak�H¦H�~<Ä���.?  -<>78�-<>?~��<]�6��58�"9�}
36=;�-�.789;58�"A ��3.} ­ 7��J -<�� ¤ § 9UB�- + )�N.1 ),+V@ 7E> /26WN.1OS ��-� ��
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|�­ 36785���7��.A A 3658�~<>A 36589��J36=�}89;A ­ =;9��>9;5�§ 58�~<>7�< 9�}�?~�n���.A ­ <>=;=;9;?"�47�<J3.}��.?`5�� 7�<�}�58789��>5l58�~< AC�+�"<>=�5��
=;9;?~<J367V��9; +9��"<>?~� ¤�3678789�<>7�}J� 2 �.7�<��J -<>7J¬"}�9;A�@"=�36589��.?~}V9;?~��9��J365�<�58��365H¤ § ���~�'�%}89;?"�C36?�3 ­"­ 7�� ­ 789�365�<E��9; +¡
9��"<>?~�u¤�3678789�<>7J¬"58�~<Ä<�� ­ <��>5�<��u %36=;@~<E�6����9�}����.@"? 5�<�� ��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}

W (u, b)
�J36?�¤z<�9;?~�>7�<J3.}�<�� ¬

�V�"9;=�<E58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§k�6��}8@"78 '9; .36=
φ(u, b)

}85�3J§'}����.?~}85�36? 5�
����Æ� 9 B ).= + ) ) � @HB����ÇF� ���
��? 58�"9�}®����3 ­ 5�<>7®?~�.?�¡{=;9;?~<J367���9; +9��"<>?~�n¤�3678789�<>7�AC�+�"<>=�}�367�<�9;?+ -<�}8589;� 365�<�� � ��? �'<��>589��.? I��Ç¯ ��<l�"<>789; -<
9;? 5�<>�%7��6¡���9�� <>7�<>? 589�36= <��+@�36589��.?~}��¸�.7

φ(u, b)
36?~�

W (u, b)
36?~�C��9�}��>@~}�}�58�~<�<���9�}85�<>?~��<®36?~�C@"?"9 � @~<>?~<�}�}

�6�
58�~<b���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�u}��.=;@"589��.?~}J�l�®@"7�A 369;? ���'�>@~}�9�}��.?458�~<b�"<> -<>=�� ­ AC<>? 5l�6��<[] �>9�<>? 5E?+@"AC<>789��J36=
36=;�-�.789;58�"AC}B5��4�.¤"5�369;? 58�~�%}�< � @�36?+589;589�<�}J� 2 �.7�< ­ 7�<��>9�}�<>=;§-¬ ��<k3.�~3 ­ 5B? @"Al¤ <>7Æ¡{58�~<��.7�<>589��n}��.=;@"589��.?
AC<>58�~�+�"}�9;?n58�~<l} ­ 9;789;5��6���ÇFF�  Ñ5�� 58�~<]�>@"787�<>? 5E}89;58@�36589��.? 
 �'<��>589��.? I��ÇI����®¥�9;?�36=;=;§ �'<��>589��.? I�� K �%9; -<�}
? @"AC<>789��J36=�7�<�}8@"=;5�}E�¸�.7Ä58�~<C} ­ <��>9�36=
�J3.}�< �6�V3 ­ 367�36¤z�.=;9��C��9; '9��"<>?~� ¤�3678789�<>7b36?~� <�� ­ �.?~<>? 589�36=��>=�369;A
36AC�.@"? 5���9�}858789;¤"@"589��.?~}J�
$ _#^ � sth prbBuYhJn
� 

�7#v'�� � � <Ä���.?~}89��"<>7®3b�>=�3.}�}�9��J36=�789�}8: ­ 7��'��<�}�}�<���5�<>?~�"<��k¤+§u3b��9; '9��"<>?~�k¤�3678789�<>7®�6��5�§ ­ <

bt =

(

bm +
t

α

)1/m

(α, b > 0,m > 1).

«®�.5�<�58��365
m = 1

���.787�<�} ­ �.?~�"}�5��B58�~<�=;9;?~<J367�¤�3678789�<>7��J3.}�<%�
¦H�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§��6�ª}8@"78 '9; .36=

φ(u, b)
�J36? 58�~<>?u¤z<�<�� ­ 7�<�}�}�<��u3.}V3l¤z�.@"?~�~3678§  %36=;@~< ­ 7��.¤"=�<>A 9;? 58�~<

���.=;=��*�V9;?"�C��3J§ � ���.?~��9;589��.?"9;?"� �.?k58�~<E�'���>@"787�<>?~��<��6�Ñ58�~<  ~7�}85��>=�369;Ak¬~��<E�-<>5V�¸�.7
u < b

φ(u, b) = (1 − λdt)φ

(

u+ c dt,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

+

+ λ dt

∫ u+c dt

0
φ

(

u+ c dt− z,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

dF (z).

¸I��ÇI��

¦ª3J§+=��.7E}�<>789�<�}�<�� ­ 36?~}89��.? �6��58�~<Ä��@"?~�>589��.?~}
φ
�.?n58�~<l789;�%� 5Æ¡{��36?~�w}�9��"<l�6� 
¸I��ÇI��®36?~�4��9; +9�}�9��.?n¤+§

dt}8�~�J��}�58��365
φ
}¶36589�}  �<�}�58�~<E<��+@�36589��.?

c
∂φ

∂u
+

1

αmbm−1

∂φ

∂b
− λφ+ λ

∫ u

0
φ(u− z, b)dF (z) = 0,


¸I�� K �
�V�"9�����¬����.7�7�<J3.}��.?~}��6�
���.?+589;? @"9;5�§-¬ 9�}� .36=;9��k���.7

0 ≤ u ≤ b
�H¥~�.7

u = b
��<Ä�-<>5�36=��.?"� 58�~<l}�36AC<E=;9;?~<

�6��3678�%@"AC<>?+5�}

φ(u, b) = (1 − λdt)φ

((

bm +
dt

α

)1/m

,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

+

+ λ dt

∫ (bm+ dt
α )

1/m

0
φ

((

bm +
dt

α

)1/m

− z,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

dF (z),

¸I���-��

��7��.A �V�"9���� 9;5H�¸�.=;=��J��}�58��365
1

αmbm−1

∂φ

∂u
+

1

αmbm−1

∂φ

∂b
− λφ+ λ

∫ u

0
φ(u− z, b)dF (z) = 0.


¸I��ÇF��
���.A ­ 36789;?"��
¸I�� K ��36?~� 
¸I��ÇF�����<Ä58� @~}��.¤"5�369;? 58�~<E¤ �.@"?~�~3678§u���.?~��9;589��.?

∂φ

∂u

∣
∣
∣
u=b

= 0.

¸I��ÂL �



���������	��
 � ��� � ��� �	����� 
��������	� � �����T��� �����!��
 � ��
 �����!��� � ��
 
 ����
 � �

| ��@"7858�~<>7V?�3658@"7�36=¨7�<��+@"9;7�<>AC<>? 5®9�}
lim

b→∞
φ(u, b) = φ(u),


¸I������
�V�~<>7�<

φ(u)
9�}V58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§ �6�Ñ}�@"78 +9; %36= 9;? 36¤~}�<>?~��<Ä�6�Ñ58�~<E¤�3678789�<>7J�

���.? 587�3678§o5��478@"9;?�¬�58�~<k�>7��%}�}89;?"� �6��58�~<���9; +9��"<>?~�e¤�3678789�<>7C9�} 3 A�@~���Y�"<�}89;7�<�� <> -<>?+5J�e¥~�.7 <��+@�36=
}8=�� ­ <�} �6�Ä58�~<k¤�3678789�<>7�365 589;AC<

0
¬V58�~< <�� ­ <��>5�<��e589;AC<n@"? 589;=�58�~<  ~7�}85 �>7��%}�}89;?"�`�6�Ä58�~< ��9; '9��"<>?~�

¤�3678789�<>7��V9;=;=�¤ <����.?~}89��"<>7�36¤"=;§C=�<�}�}
���.7�}8@"¤�¡{=;9;?~<J367�¤�3678789�<>7�}V3.}
9;? 587��'��@~��<��u36¤z�J -<®58��36?C�¸�.7
58�~<�=;9;?~<J367
�J3.}�<%� | � @�36?+589;5�36589; -<Ä7�<�}8@"=;5V9;?�58�"9�}���9;7�<��>589��.? ���.=;=��*��}H��7��.A�� 353Q=C@5),+ � ) � @HB����;GJ¯  ��V�~�B@~}�<��k3
A 3678589;?"� 36=�<�5�<����"?"9 � @~<l5��C�"<>789; -<�@ ­"­ <>7®¤ �.@"?~�"}����.7®58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§

Pr(D > t)
58��365�58�~<l}8@"7 ­ =;@~}

­ 7��+��<�}�}��"�+<�}�?~�.5V7�<J3.��� 3]�%9; -<>?n¤�3678789�<>7�¤z<����.7�<�589;AC<
t
� | �~3 ­ 589;?"� 58�~<�}�<�7�<�}8@"=;5�}�5��B�.@"7�}�9;58@�36589��.?�¬

��<Ä�.¤"5�369;?
Pr(D > t) ≤ λµ t

u− (bm + t/α)1/m + ct���.7�36=;=
t
58��365�}�36589�}Æ��§

u+ ct > (bm + t/α)1/m �
��<>5V��@"7858�~<>78AC�.7�<

W (u, b)
�"<>?~�.5�<Ä58�~<Ä<�� ­ <��>5�<�� ­ 7�<�}�<>? 5� %36=;@~<E�6��58�~<���@"58@"7�<���9; +9��"<>?~� ­ 3J§+AC<>?+5�}J¬

�V�"9����Y367�<���9�}����.@"? 5�<�� �V9;58�R34���.?~}85�36?+5B9;? 5�<>?~}89;5�§
δ
¬H36?~� }85�� ­ �V�~<>? 78@"9;?e�+���>@"7�}*��¦H�~<>?�¬�9;?R3

}89;AB9;=�367V��3J§�5�� 
¸I��ÇI��V36?~� 
¸I���-���¬~�.?~<��J36? �"<>789; -<E58�~<�9;? 5�<>�%7��6¡���9�� <>7�<>? 589�36=�<��+@�36589��.?

c
∂W

∂u
+

1

αmbm−1

∂W

∂b
− (δ + λ)W + λ

∫ u

0
W (u− z, b)dF (z) = 0,


¸I��ÇD��
�V9;58�k¤z�.@"?~�~3678§ ���.?~��9;589��.?

∂W

∂u

∣
∣
∣
u=b

= 1.

¸I��;GJ°��

��?B58�~<�3.�>58@�36789�36=�=;9;5�<>7�3658@"7�< �Ç¯-L�¬ F%D  �58�~<>7�<���3.} ¤z<�<>? }��.AC<V9;?+5�<>7�<�}85
9;?CAC�'�"<>=�} �V�~<>7�<®��9; +9��"<>?~�"}��J36?
36=�}��C¤z< ­ 369��43���5�<>7�3B78@"9;?4<> -<>? 5 
�58�"9�}�A 36:-<�}®}�<>?~}�<�}89;?~��<l78@"9;?n�6��3 ­ �.785Æ���.=;9�� 9�}�3C5�<����"?"9��J36=Ñ5�<>78A
@~}�<��C9;? �"<��>9�}89��.? A 36:+9;?"�B36?~� �"�'<�}
?~�.5�?~<���<�}�}�36789;=;§B9;A ­ =;§B¤�36?":'78@ ­ 5��>§ �����{� ��<�36=;=��*�R�¸�.7���9; '9��"<>?~�
­ 3�§'AC<>? 5�}�3���5�<>7�78@"9;?�9;? �.@"7HAC�'�"<>={¬�58�~<>?�36=��.?"�b58�~<�}�36AC<�=;9;?~<��6��3678�%@"AC<>? 5�}®3.}�36¤ �* -<%¬���<��.¤"5�369;?
58�~<����.=;=��*�V9;?"� <��+@�36589��.?��¸�.7V58�~<Ä<�� ­ <��>5�<��� %36=;@~<

V (u, b)
�6�Ñ58�~<E��9�}����.@"?+5�<�� ��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}

c
∂V

∂u
+

1

αmbm−1

∂V

∂b
− (δ + λ)V + λ

∫ ∞

0
V (u− z, b)dF (z) = 0,


¸I��;G%G �
36?~��58�~<�9;?"9;589�36="���.?~��9;589��.? ∂V

∂u

∣
∣
∣
u=b

= 1
�ª«��.5�<
58��365��¸�.7Ñ3�=;9;?~<J367���9; +9��"<>?~�]¤�3678789�<>7Ñ58�~<H���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�

9;? 5�<>�%7��6¡���9�� <>7�<>? 589�36=�<��+@�36589��.? �H3.}�A�@~����}89;A ­ =�<>7J¬+¤z<��J36@~}�<
V

���.@"=�� ¤ <®<�� ­ 7�<�}�}�<�� 3.}H3���@"?~�>589��.? �6�
�.?~<� .36789�36¤"=�<��.?"=;§ 
����8� �ÇF%D� ���'�¸�.7�3b?~�.?�¡{=;9;?~<J367�¤�3678789�<>7�58�"9�}V9�}V?~�B=��.?"�-<>7�58�~<��J3.}�<%�
� 

�7#v' ) � ��?R3.�"��9;589��.?Y5�� 2n�'�"<>= | ¬ ��<��V9;=;=�36=�}��w���.?~}89��"<>7 3��  ~?"9;5�<�¡{�~�.789;�J�.?��  -<>7�}89��.?R�6�E58�~<
AC�+�"<>={¬�?�36AC<>=;§u��<E9;? 587��'��@~��<l36?n36¤~}��.78¤"9;?"�C@ ­"­ <>7�¤�3678789�<>7

bmax ≡ const
���{��58�~<Ä}8@"7 ­ =;@~} ­ 7��'��<�}�}

Rt ≥ bmax
���.7¨}��.AC<

t > 0
¬�9;5¨9�}�36¤~}��.78¤z<��l36?~�Ä58�~<����.A ­ 36? §Ä9�}ª���.?~}89��"<>7�<��l5��V��3� -<�}8@"78 '9; -<�� �ª¥"7��.A

36?C<����.?~�.AB9�� ­ �.9;? 5 �6�� '9�<>� 58�"9�}��J36?B¤z<H9;? 5�<>7 ­ 7�<>5�<��C58��365�58�~<V���.A ­ 36?+§b�V9;=;="58�~<>?C�"<��>9��"<V5�� ­ @"7�}8@~<
�.58�~<>7����.78AC}V�6�¨9;?+ -<�}858AC<>? 5®}8587�365�<>�%9�<�}J� 243658�~<>A 36589��J36=;=;§-¬"58�"9�}HAC�'�"<>= ��3.}V}��.AC<®?"9���<®�¸<J3658@"7�<�} 
�<%� �~�
58�~< ­ 7��+��<�}�}C}85�� ­ }C9;?  ~?"9;5�<k589;AC<��V9;58� ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§ G ���R¦H�~<�¤ �.@"?~�~3678§o %36=;@~< ­ 7��.¤"=�<>Ap�¸�.7C58�~<
­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§k�6��}8@"78 '9; .36=��J36?�?~�*� ¤z<����.78Al@"=�365�<��k¤ § 
¸I�� K ��¬ 
¸I��ÂL �V36?~�

φ(u, bmax) =
φ(u)

φ(bmax)
,


¸I��;GJ¯��
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 ����
 � �

�V�~<>7�<
0 ≤ u ≤ b ≤ bmax

36?~� 3.}�¤z<��¸�.7�<
φ(u)

9�}�58�~< ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§ �6��}�@"78 +9; %36=�9;? 36¤~}�<>?~��<B�6�H58�~<
¤�3678789�<>7J�
z��C�H*%�7')# � ¥~�.7V<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§ ��9�}858789;¤"@"5�<����>=�369;A 36AC�.@"? 5�} 


F (z) = 1− e−z ��¬�<�� @�36589��.? 
¸I�� K �
�J36?¤ <E<�� ­ 7�<�}�}�<��k3.}®3]� § ­ <>78¤z�.=;9�� ­ 3678589�36=ª��9�� <>7�<>? 589�36=�<�� @�36589��.? �V9;58�k .36789�36¤"=�<����+<[] �>9�<>?+5�}

c
∂2φ

∂u2
+

1

αmbm−1

∂2φ

∂b ∂u
+ (c− λ)

∂φ

∂u
+

1

αmbm−1

∂φ

∂b
= 0


¸I��;GJI��
36?~�u�V9;58�k¤z�.@"?~�~3678§u���.?~��9;589��.?~}�
¸I��ÂL �V36?~�

(

c
∂φ

∂u
+

1

αmbm−1

∂φ

∂b
− λφ

)
∣
∣
∣
∣
∣
u=0

= 0.

¸I��;G>K �

�+9;?~��<
φ0(u, b) = e−sbm−r(s)u 9�}®3b}��.=;@"589��.? �6��
¸I��;GJI���¬"�V�~<>7�<

r(s)
}�36589�}  �<�}

cr2 +
(

s/α+ λ− c
)

r − s/α = 0,

¸I��;G	-��

�.?~<E�J36?k5878§ 5��C�.¤"5�369;?n3b}��.=;@"589��.? �6�Ñ58�~<��¸�.78A

φ(u, b) =

∫ ∞

0
e−sbm

A1(s)e
−r1(s)u ds+

∫ ∞

0
e−sbm

A2(s)e
−r2(s)u ds+ φ(u),

�V�~<>7�<
r1(s), r2(s)

367�<Ä58�~<]}��.=;@"589��.?~}��6��
¸I��;G	-��®36?~� 58�~<
Ai(s)

��3� -<l5�� ¤ <l�"<>5�<>78AB9;?~<�� 3.�����.7���9;?"�
5�� 
¸I��ÂL �V36?~� 
¸I��;G>K ��� ���J��<> -<>7J¬~58�"9�}�58@"78?~}��.@"5�5��b¤z<�36?�9;? 58789��J365�< ­ 7��.¤"=�<>Ak�
�+9;AB9;=�3678=;§-¬658�~< 9;? 5�<>�%7��6¡���9�� <>7�<>? 589�36=~<��+@�36589��.?~}¨���.7

W (u, b)
36?~�

V (u, b)
�J36?l¤ <�<�� ­ 7�<�}�}�<���3.}¨}�<����.?~�'¡

�.7��"<>7�¢ ��� � }�9;?�58�~<Ä�J3.}�<E�6��<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§k��9�}858789;¤"@"5�<�� �>=�369;AC}J�

$ _ $ �Wben � f��(bed foh &osYd���� �thJv
¦H�~< 36¤z�J -<u<��~36A ­ =�<u}8�~�J��}b58��365B<> -<>?`���.7]58�~< }89;A ­ =�<u�J3.}�< �6��<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§o��9�}858789;¤"@"5�<��o�>=�369;A
36AC�.@"? 5�} 9;5C9�}u3w�"<>=;9��J365�< ­ 7��.¤"=�<>A 5����.¤"5�369;? 36?�36=;§'589��J36=®}��.=;@"589��.?~}*� ¦H� @~} 58�~<>7�< 9�} 3w?~<�<�� �¸�.7
<��z<��>589; -< 36=;�-�.789;58�"AC}�5�� �.¤"5�369;? ? @"AC<>789��J36=H}��.=;@"589��.?~}l5���58�~<�}�< ­ 7��.¤"=�<>AC}J� �®<>7�<B��<B�¸�+�>@~}��.? 58�~<
�"<> -<>=�� ­ AC<>? 5��6��?+@"A�¤z<>7Æ¡{58�~<��.7�<>589��]}��.=;@"589��.?kAC<>58�~�+�"}*�
¥~�.=;=��J�V9;?"� 3 ­ 7��+��<���@"7�<��"<> -<>=�� ­ <�� ¤ § '*) + - ),+ �ÇI%°  �¸�.7�58�~<��J3.}�<��6��=;9;?~<J367�¤�3678789�<>7�}*¬+��<  ~7�}�5�}8�~�*�
58��365�58�~<l¤z�.@"?~�~3678§  %36=;@~< ­ 7��.¤"=�<>A 
¸I��ÇD���5��.�-<>58�~<>7E�V9;58� 
¸I��;GJ°��®��3.}E3 @"?"9 � @~<]¤z�.@"?~�"<��4}��.=;@"589��.?��
¥~�.7�58��365 ­ @"7 ­ �%}�<%¬"��<Ä�"<� ~?~<�36? � ­ <>7�365��.7

A
¤+§

Ag(u, b) =

∫ t∗

0
λe−(λ+δ)t

∫ u+ct

0
g

(

u+ ct− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ ∞

t∗
λe−(λ+δ)t

∫ (bm+ t
α)

1/m

0
g

((

bm +
t

α

)1/m

− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ ∞

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−δs

(

c− 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt.

¸I��;GJF��

�®<>7�<
t∗

9�}
58�~< ­ �%}89;589; -<�}��.=;@"589��.? �6�
u+ ct =

(
bm + t

α

)1/m 
�}89;?~��<
m > 1

¬
bt

9�}
���.?~�J3� -<E36?~�
u ≤ b

¬
}��B58�"9�}�? @"A�¤z<>7�9�}�@"?"9 �+@~< ����«��.5�<Ä58��365�
¸I��;GJF��V�J36?k¤z<E9;? 5�<>7 ­ 7�<>5�<��w3.}�3B���.?~��9;589��.?"9;?"� �.?n�V�~<>58�~<>7
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 ����
 ���
3]�>=�369;A �'���>@"7�}H¤z<����.7�<�58�~<�}8@"7 ­ =;@~} ­ 7��'��<�}�}H�"9;5�}�58�~<E��9; +9��"<>?~� ¤�3678789�<>7 


t < t∗
���.7�3���5�<>7�58�"9�}V<> -<>?+5


�9;?w�V�"9���� �J3.}�<l��<B��3� -<C36? 3.�"��9;589��.?�36=
5�<>78A 7�< ­ 7�<�}�<>? 589;?"� 58�~<B��9�}����.@"? 5�<�� ��9; '9��"<>?~�"} ­ 369��4@"?+589;=
58�~< �>=�369;Ap�'���>@"7�} ���4¦H�~< }��.=;@"589��.?

W (u, b)
�6� 
¸I��ÇD��Ä�V9;58�o9;5�}]9;?"9;589�36=V���.?~��9;589��.?�
¸I��;GJ°��Ä9�}B3  ��<��

­ �.9;?+5��6�Ñ58�~<�9;? 5�<>�%7�36=ª� ­ <>7�365��.7
A
� ¥~�.7®36?+§ 5����B¤z�.@"?~�"<�����@"?~�>589��.?~}

g1, g2

|Ag1(u, b) −Ag2(u, b)| ≤ ‖g1 − g2‖∞
∫ ∞

0
λe−(λ+δ)tdt ≤ λ

λ+ δ
‖g1 − g2‖∞


¸I��;G*L �
���.7H3678¤"9;587�3678§

0 ≤ u ≤ b <∞ ¬ �V�~<>7�< ‖·‖∞ 9�}
58�~<�}8@ ­ 7�<>Al@"A ?~�.78A �.?
0 ≤ u ≤ b <∞ ¬�36?~� 58�+@~}

9;5H���.=;=��*��}�58��365
A

9�}�3b���.? 587�3.�>589��.?w36?~��58�~<  �"<�� ­ �.9;? 5�9�}V@"?"9 �+@~<E¤+§ �V36?�3.��� � }®58�~<��.7�<>Ak�
¢�7��'��<�<���9;?"�k9;?458�~<B}�36AC<b��3J§43.}��¸�.7

W (u, b)
36¤z�J -<%¬¨�.?~<B�J36?w<J3.}89;=;§4}8�~�*� 58��365Ä<�� @�36589��.? 
¸I��;G%G �

5��.�-<>58�~<>7��V9;58�k9;5�}V9;?"9;589�36=ª���.?~��9;589��.? ��3.}�3b@"?"9 �+@~<E¤z�.@"?~�"<��k}��.=;@"589��.?��
��? 58�~<��J3.}�<l�6�
2n�'�"<>=¨� ��<��J36? ­ 7��+��<�<�� 9;? 3C}�9;AB9;=�367���3J§k5�� �.¤"5�369;?w3B���.?+587�3.�>589��.?wA 3 ­ �¸�.7�58�~<
­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§o�6��}8@"78 '9; %36=V3.}b9;5�}  �"<�� ­ �.9;?+5J� � 9;:-< 9;?e<�� @�36589��.? 
¸I��;GJF��>¬ =�<>5

t∗
¤ < 58�~<u589;AC< �V�~<>?

58�~<u}8@"7 ­ =;@~}]���.@"=��o7�<J3.��� 58�~<u��9; '9��"<>?~�o¤�3678789�<>7B�%9; -<>?o58��365]?~�4�>=�369;A �'���>@"7�}J� ��<>5b��@"7858�~<>78AC�.7�<
t∗∗ = α(bmmax − bm)

¤z<®58�~<�589;AC<��V�~<>?�58�~<E��9; '9��"<>?~�u¤�3678789�<>7V7�<J3.���~<�}V58�~<Ä36¤~}��.78¤"9;?"�B¤�3678789�<>7J¬~36?~�
t̃ = (bmax − u)/c

58�~<�589;AC<��V�~<>?�58�~<�}8@"7 ­ =;@~}V���.@"=��u7�<J3.����58�~<Ä36¤~}��.78¤"9;?"�B¤�3678789�<>7V9;?�58�~<E36¤~}�<>?~��<
�6��3b��9; '9��"<>?~�k¤�3678789�<>7�36?~�k�6� �>=�369;AC}J� | }V58�~<Ä��9; '9��"<>?~��¤�3678789�<>7�9�}�36? 9;?~�>7�<J3.}89;?"�B��@"?~�>589��.? �.?

R
+ ¬

t∗∗
9�}
@"?"9 �+@~<>=;§C�"<>5�<>78AB9;?~<�� ¬ �È@~}85H3.}
9�}

t̃
�����.A�¤"9;?"9;?"�b58�~<®5���� ­ �%}�}89;¤"=�<®}���<>?�36789��%}

0 ≤ t∗∗ ≤ t̃ ≤ t∗36?~�
0 ≤ t∗ ≤ t̃ ≤ t∗∗


��"< ­ <>?~��9;?"� �.?�58�~<E %36=;@~<�}��6�
u
36?~�

b
��¬"��<Ä�"<� ~?~<E58�~<Ä� ­ <>7�365��.7

A
3.}

Aφ(u, b) =

∫ T

0
λe−λt

∫ zmin(u,b,t)

0
φ

(

zmin(u, b, t) − z,

(

bm +
t

α

) 1
m

)

dF (z) dt+e−λT ,

¸I��;G	���

�V�~<>7�<
T = max

(
t̃, t∗∗

) 9�}�58�~<�589;AC<®�V�~<>?u58�~<�}8@"7 ­ =;@~} ­ 7��'��<�}�}
���.@"=�� 7�<J3.���u58�~<�36¤~}��.78¤"9;?"�]@ ­"­ <>7
¤�3678789�<>7

bmax
¬~36?~�

zmin(u, b, t) = min

(

u+ ct,

(

bm +
t

α

) 1
m

)

.

¸I��;GJD��

��<>5
φ1

36?~�
φ2

?~�J� ¤z<�5����C¤z�.@"?~�"<��u��@"?~�>589��.?~}��.?
0 ≤ u ≤ b ≤ bmax

¬"58�~<>?

|Aφ1(u, b) −Aφ2(u, b)| ≤ ‖φ1 − φ2‖∞
∫ T

0
λe−λtdt = ‖φ1 − φ2‖∞

(

1 − e−λT
)

.

�+9;?~��<
T = T (u, b) < M <∞ ¬.58�"9�} � ­ <>7�365��.7 9�} 3����.? 587�3.�>589��.?�¬"36?~�B�V36?�3.��� � }� ��<�� ­ �.9;? 5 58�~<��.7�<>A

<�}85�36¤"=;9�}8�~<�}V58�~<�<��'9�}85�<>?~��<l36?~��@"?"9 � @~<>?~<�}�}��6��58�~<�}��.=;@"589��.?�� ��<>7�<%¬"58�~<�36¤~}��.78¤"9;?"�C¤�3678789�<>7�36?~��58�~<
7�<�}8@"=;589;?"�b7�<�}858789��>589��.?�5��]58�~<� ~?"9;5�<Ä367�<J3

0 ≤ u ≤ b ≤ bmax
<>?~}8@"7�<�}H58��365V58�~<�}��.=;@"589��.?u9�}H@"?"9 � @~<�9;?

���.? 587�3.}85�5��B58�~<E�J3.}�<E�V9;58�~�.@"5�58�~<l36¤~}��.78¤"9;?"�C¤�3678789�<>7J�
���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�%=;§-¬ 58�~<B���.? 587�3.�>589��.? A 3 ­ �¸�.7�58�~<]<�� ­ <��>5�<�� }�@"A �6�H��9; +9��"<>?~� ­ 3J§+AC<>?+5�}E9;?w2n�'�"<>=
�[9�}V�%9; -<>?k¤ §

Ag(u, b) =

∫ t∗

0
λe−(λ+δ)t

∫ u+ct

0
g

(

u+ ct− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ t∗∗

t∗
λe−(λ+δ)t

∫ (bm+ t
α)

1/m

0
g

((

bm +
t

α

)1/m

− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ t∗∗

t∗
e−(λ+δ)t

(

c− 1

mα
(
bm + t

α

)1−1/m

)

dt,

¸I��Ç¯%°��
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 ����
 ���
9 �
t∗∗ > t∗

36?~�
Ag(u, b) = 0

�.58�~<>78�V9�}�<%¬�¤ <��J36@~}�<�58�~<>?u58�~<�}8@"7 ­ =;@~}�7�<J3.���~<�}H58�~<E36¤~}��.78¤"9;?"�b¤�3678789�<>7
¤ <��¸�.7�<B58�~<C��9; '9��"<>?~� ¤�3678789�<>7J� ¦H�~<C=�3.}�5Ä5�<>78A 9;? 
¸I��Ç¯%°���7�< ­ 7�<�}�<>? 5�}]58�~<C��9; '9��"<>?~�"}Ä58��365b367�< ­ 369��
�.@"5V@"? 589;=

t∗∗
36?~�u9�}�3C}89;A ­ =;9� ��J36589��.?n�6�Ñ58�~<E�.789;�%9;?�36=ª<�� ­ 7�<�}�}89��.?

∫ t∗∗

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−δs

(

c− 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt+

∫ ∞

t∗∗
λe−λt

∫ t∗∗

t∗
e−δs

(

c− 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt.

¥"7��.A 
¸I��Ç¯%°���9;5����.=;=��*��}V58��365

‖Ag1(u, b) −Ag2(u, b)‖∞ ≤ λ

λ+ δ

(

1 − e−(λ+δ)t∗∗
)

‖g1 − g2‖∞ ,

���.7�36?+§w5����k¤z�.@"?~�"<��w��@"?~�>589��.?~}
g1, g2

36?~� ��< 36� 369;? ��3� -< 3k���.? 587�3.�>589��.?`9;? 58�~<C�V36?�3.���o} ­ 3.��<
�6��¤z�.@"?~�"<�� ��@"?~�>589��.?~}B<��+@"9 ­"­ <����V9;58�o58�~< }�@ ­ 7�<>A�@"Ap?~�.78Ak¬��V�"9���� 9;A ­ =;9�<�}b58�~< <���9�}85�<>?~��<u36?~�
@"?"9 � @~<>?~<�}�}��6��58�~<�}��.=;@"589��.?��
¦H�~<��¸�.=;=��J�V9;?"� 36=;�-�.789;58�"AC}�367�<k?~�J��<[] �>9�<>? 5 ��3J§'}u�6��3 ­"­ 7�����9;A 36589;?"�o58�~< ���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�� �"<��
­ �.9;?+5J�
!�� !���� [c6�9XWY8:E�� GJE ��9XGJ?T=_^�E�I
8:NC6CGJ=_;Fg �
¦H�"9�} ­ 7��'��<���@"7�< �V9;=;=�¤z< �"<�}��>789;¤z<��R���.7 58�~< � ­ <>7�365��.7�
¸I��;GJF�� �®9;5 �J36?[<J3.}�9;=;§ ¤ < 3.�~3 ­ 5�<��Y5���58�~<
�.58�~<>7®9;?+5�<>�%7�36=�� ­ <>7�365��.7�}�9;? 587��'��@~��<��w36¤ �* -<%��2 �.7�<��J -<>7���<l�V9;=;=ª7�<�}858789��>5��.@"7�}�<>=; -<�}®5�� 58�~<l�J3.}�<��6�
<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§���9�}858789;¤"@"5�<�� �>=�369;A 36AC�.@"? 5�}�
��V9;58� ­ 367�36AC<>5�<>7

γ
����58�~<E<���5�<>?~}89��.? �6�Ñ58�~<�AC<>58�~�'��5��

�.58�~<>7���9�}858789;¤"@"589��.?~}�9�}�}8587�369;�%� 5Æ�¸�.78��367�� �
¦H�~<  �"<�� ­ �.9;?+5��6� 
¸I��;GJF��H�J36?k¤z<Ä3 ­"­ 7�����9;A 365�<�� ¤+§u3 ­"­ =;§'9;?"� 58�~<E���.?+587�3.�>589;?"� 9;?+5�<>�%7�36=ª� ­ <>7�365��.7
A k

589;AC<�}
5��l3Ä}85�3678589;?"����@"?~�>589��.?
h(u, b)

�V�"9���� ��<����~�+�%}�<�5��Ä¤z<V58�~<�9;?"�~�.AC�.�-<>?~<��.@~}H5�<>78A�9;? 58�~<
���.787�<�} ­ �.?~��9;?"��9;? 5�<>�%7�36=
� ­ <>7�365��.7 
��V�~<>7�<

k
9�}����~�%}�<>? 3.�����.7���9;?"�k5�� 58�~<b�"<�}89;7�<�� 3.���>@"7�3.�>§ �6��58�~<

}��.=;@"589��.? ���
g(k)(u, b) = Akg(0)(u, b),

g(0)(u, b) = h(u, b) :=

∫ ∞

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−δs



c− 1

mα
(
bm + s

α

)1− 1
m



 ds dt.

¦H�"9�}�=�<J3.�"}l5��n3
2k

¡���9;AC<>?~}89��.?�36=H9;? 5�<>�%7�36=����.7
g(k)(u, b)

¬Ñ�V�"9�����9�}l�J36=��>@"=�365�<���?+@"AC<>789��J36=;=;§ @~}89;?"�
2n�.?+5�<��H3678=���36?~�#
®@�3.}�9 ¡�2n�.?+5�< �H3678=��EAC<>58�~�'�"}J�Ñ¥~�.7 58��365 ­ @"7 ­ �%}�<V��<V587�36?~}Æ�¸�.78A 58�~<V9;?+5�<>�%7�36589��.?
�"�.A 369;? �6��� ­ <>7�365��.7 
¸I��;GJF��H9;? 5��C58�~<�@"?"9;5®�>@"¤ <%�
Ag(u, b) = h(u, b)+

+
λ

λ+ δ

[
(

1 − e−(λ+δ)t∗
)

1∫

0

1∫

0

g

(

u+ ct1 − z1,

(

bm +
t1
α

) 1
m

)
(

1 − e−γ(u+ct1)
)

dv1dw1

+ e−(λ+δ)t∗
1∫

0

1∫

0

g

((

bm +
t2
α

) 1
m

− z2,

(

bm +
t2
α

) 1
m

)

·
(

1 − e−γ(bm+
t2
α )

1
m

)

dv2dw2

]
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�V9;58�

t1 = − log
(
1 − w1

(
1 − e−(λ+δ)t∗

))

λ+ δ
z1 = − log

(
1 − v1

(
1 − e−γ(u+ct1)

))

γ


¸I��Ç¯�G �

t2 = t∗ − log(1 − w2)

(λ+ δ)
z2 = −

log

(

1 − v2

(

1 − e−γ(bm+
t2
α )

1
m

))

γ
.


¸I��Ç¯%¯��
¦H�~<E2n�.?+5�< �H3678=��6¡�<�}8589;A 365��.7��6�

W (u, b)
�¸�.7V�%9; -<>?k .36=;@~<�}��6�

u
36?~�

b
9�}

W (u, b) ≈ 1

N

N∑

n=1

g(k)
n (u, b) ,


¸I��Ç¯%I��

�V�~<>7�<E58�~<
g
(k)
n (u, b)

367�<Ä�J36=��>@"=�365�<��k7�<��>@"7�}�9; -<>=;§ �¸�.7�<J3.���
n
¤ §

g(0)
n (u, b) = h(u, b)

36?~�
g(i)
n (u, b) = h(u, b) +

λ

λ+ δ
·

·
{
(

1 − e−γ(u+cti1,n)
)(

1 − e−(λ+δ)t∗
)

g(i−1)
n



u+ cti1,n − zi
1,n,

(

bm +
ti1,n

α

) 1
m



+

+

(

1 − e
−γ

 

bm+
ti2,n

α

! 1
m)

e−(λ+δ)t∗g(i−1)
n





(

bm +
ti2,n

α

) 1
m

− zi
2,n,

(

bm +
ti2,n

α

) 1
m





}

.

�®<>7�<
tij,n

36?~�
zi
j,n (j = 1, 2)

367�<��"<>5�<>78AB9;?~<���3.�����.7���9;?"�B5�� 
¸I��Ç¯�G ��36?~��
¸I��Ç¯%¯�� �¸�.7 
 �+@�3.}89 ¡ ��7�36?~�"�.A
�"<> +9�365�<�}

vj , wj
�6�Ñ58�~<E@"?"9 �¸�.78A ��9�}858789;¤"@"589��.?k9;?k58�~<�@"?"9;5�9;? 5�<>78 %36=

(1 ≤ i ≤ k)
�

�+9;?~��<C9;?`<> -<>78§w7�<��>@"7�}89��.?�}85�< ­ 58�~<B��@"?~�>589��.?
g
9�}��J36=;=�<�� 5��V9���<%¬Ñ58�~<C?+@"A�¤z<>7]�6��<> %36=;@�36589��.?~}]�6�

g�"�.@"¤"=�<�}�9;? <> -<>78§k7�<��>@"7�}�9��.? }85�< ­ �®¦H� @~}J¬ 9;?4�.7��"<>7�5��C:-<�< ­ 58�~<l���.A ­ @"5�36589��.?~}�587�3.�>5�36¤"=�<%¬ 9;? �V��365
��< �V9;=;=��J36=;=�58�~< �"�.@"¤"=�<�¡{7�<��>@"7�}�9; -<k36=;�-�.789;58�"A 9;?�58�~< }�<�� @~<>={¬�58�~< �"�.@"¤"=�< 7�<��>@"7�}89��.?`9�}]�.?"=;§ @~}�<��
���.7H58�~<� ~7�}85V5����B7�<��>@"7�}89; -<E}�5�< ­ }�36?~� ���.7H58�~<�7�<>A 369;?"9;?"�C7�<��>@"7�}89��.?k}85�< ­ }�58�~<®7�<��>@"7�}�9; -<Ä36=;�-�.789;58�"A
�"<�}��>789;¤z<��u9;? �'<��>589��.?nI��ÇI��Ç¯b9�}�3 ­"­ =;9�<�� �
!�� !�� � b~E ��9@GJ?T=�^�E�IO8:NC6CGJ=_;�g��
��?~}�5�<J3.� �6�
�J36=��>@"=�36589;?"�u58�~<� ~7�}�5�5���� 9;? 5�<>�%7�36=�}��+���>@"78789;?"� 9;?4� ­ <>7�365��.7 
¸I��;GJF���}�< ­ 367�365�<>=;§-¬ �.?~<l�J36?
���.A�¤"9;?~<�58�~<>A 5��B�.?~<E9;? 5�<>�%7�36={� | }�@"9;5�36¤"=�<Ä����36?"�-<l�6�� %36789�36¤"=�<�}V58�~<>?k=�<J3.�"}�5��
Ag(u, b) = h(u, b)+

∫ 1

0

∫ 1

0

λ

λ+ δ

(

1 − e−γzmin(u,b,t)
)

g

(

zmin(u, b, t) − z,

(

bm +
t

α

) 1
m

)

dvdw

¸I��Ç¯6K �

�V�~<>7�<
t
36?~�

z
367�<E�%9; -<>?k¤+§

t = − log(1 − w)

(λ+ δ)

z = − log
(
1 − v

(
1 − e−γzmin(u,b,t)

))

γ


¸I��Ç¯F-��
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36?~�
zmin(u, b, t)

9�} �"<>5�<>78AB9;?~<�� ¤+§�
¸I��;GJD���� � 9;:-< 9;?Y58�~<4�"�.@"¤"=�<47�<��>@"7�}89; -<4�J3.}�<%¬�58�"9�} 9;?+5�<>�%7�36=
� ­ <>7�365��.7�9�}�?~�*�o3 ­"­ =;9�<��

k
589;AC<�}��.? 5��

g(0) ¬%36?~�l58�~< 7�<�}8@"=;589;?"��A�@"=;589���9;AC<>?~}�9��.?�36="9;? 5�<>�%7�36=
g(k)(u, b)9�}�36� 369;?n3 ­"­ 7�� �'9;A 365�<�� ¤ §

g(k)(u, b) ≈ 1

N

N∑

n=1

g(k)
n (u, b),


¸I��Ç¯%F��
�V�~<>7�<C<J3.���

g
(k)
n (u, b) (n = 1, . . . , N)

9�}Ä¤�3.}�<�� �.?�3 ­ }�<>@~�"�6¡{7�36?~�"�.A�
��.7 �+@�3.}89 ¡{7�36?~�"�.Ak¬�7�<�} ­ � �
­ �.9;?+5

xn ∈ [0, 1]2k 36?~�k�J36=��>@"=�365�<��k¤+§ 58�~<E7�<��>@"7�}�9��.?
g
(0)
k (u, b) = h(u, b),

g(i)
n (u, b) =

λ

λ+ δ

(

1 − e−γzmin(u,b,tin)
)

gi−1
n

(

zmin(u, b, tin) − zi
n,

(

bm +
tin
α

) 1
m

)

+ h(u, b),

�V9;58�
1 ≤ i ≤ k

�
tin

36?~�
zi
n

367�<��%9; -<>?Y¤ § 
¸I��Ç¯F-��B�V9;58�
v
36?~�

w
¤z<>9;?"� 58�~<  .36=;@~<k�6�E58�~<

2i
¡

58��36?~�
2i + 1

¡{58��¬Ñ���.A ­ �.?~<>? 5b�6�
xn

¬ª7�<�} ­ <��>589; -<>=;§-� «��.5�<C58��365����.7�58�"9�}l36=;�-�.789;58�"Ak¬Ñ58�~<B?+@"A�¤z<>7
�6�V9;? 5�<>�%7�36589��.? ­ �.9;? 5�}l?~<�<��"<�� �¸�.7]3k�%9; -<>?�7�<��>@"7�}89��.?`�"< ­ 58��9�}]�.?~<B�¸�.@"7858�o�6�H58�~< ���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�
? @"Al¤ <>7®7�<�� @"9;7�<��u�¸�.7V58�~<E�"�.@"¤"=�<�¡{7�<��>@"7�}89; -<]�J3.}�<%�
!�� !���! 4<= �s9Y8_I�;�=_6�>
�+9;?~��<]58�~<>7�<b367�<l?~��36?�36=;§+589��J36=�}��.=;@"589��.?~}E3J .369;=�36¤"=�<]�¸�.7®58�~<B36¤z�J -< ­ 7��.¤"=�<>AC}J¬ ��<]?~<�<��4}89;Al@"=�36589��.?
<�}8589;A 365�<�}��6��58�~<�78@"9;? ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;589�<�}H36?~� ��9�}����.@"?+5�<�� ��9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}�5������.A ­ 367�<�58�~<>AP5��l58�~<
7�<�}8@"=;5�}��6�Ñ58�~<E9;? 5�<>�%7�36589��.?nAC<>58�~�+�"}�58��365���<>7�<��"<�}��>789;¤ <��k9;?�58�~<E=�3.}85�}�<��>589��.?~}J�
� <B}�36A ­ =�<

N
­ 3658�~}��6��58�~<b789�}8: 7�<�}�<>78 -< ­ 7��'��<�}�}�9;?w58�~<b�¸�.=;=��J�V9;?"�k�H3�§z� �+5�3678589;?"�k�V9;58�

t0 := 0
¬

b0 := b
36?~�

x0 := u
¬'�V�~<>7�<

u
9�}H58�~<�9;?"9;589�36= 7�<�}�<>78 -<E�6�ª58�~<�9;?~}8@"7�36?~��<E���.A ­ 36?+§-¬~��<� ~7�}85V�-<>?~<>7�365�<

36?k<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§u��9�}858789;¤"@"5�<���7�36?~�"�.A  .36789�36¤"=�<
t̃i
�V9;58� ­ 367�36AC<>5�<>7

λ
�¸�.7V58�~<�589;AC<�@"? 589;=�58�~<�?~<���5

�>=�369;Ap�+���>@"7�}C36?~� }�<>5
ti+1 := ti + t̃i

��¦H�~<u�>=�369;A 36AC�.@"? 5C9�}B}�36A ­ =�<�����7��.A 36?e<�� ­ �.?~<>? 589�36=;=;§
��9�}858789;¤"@"5�<��u7�36?~�"�.A  %36789�36¤"=�<

zi

��V9;58� ­ 367�36AC<>5�<>7

γ
��¬~36?~�u58�~<�7�<�}�<>78 -<E3���5�<>7V58�~<E�>=�369;A 9�}

xi+1 :=

min{xi + ct̃i, (b
m
i + t̃i/α)1/m} − zi

�Ñ��@~<�5��l58�~<E}�5878@~�>58@"7�<E�6�¨58�~<E��9; +9��"<>?~�u¤�3678789�<>7J¬���<E�J36?�7�<�}�<>5
58�~<®�.789;�%9;?�5��

ti+1
9;?u<> -<>78§ }85�< ­ ¬'9 �¨��<�36=�}��l}�<>5

bi+1 =
(

bmi + t̃i
α

)1/m �Ñ� <®58�~<>?u��3J -<®5��b��9�}����.@"?+5
58�~<E��9; +9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}®¤ <>5���<�<>? 58�~<

i
¡{58�n36?~�

(i+ 1)
¡{58� �>=�369;AC}�¤ § 58�~<��{3.�>5��.7

e−δti
�

| }�9;A�@"=�36589��.?n<�}�589;A 365�<����.7V58�~<E}�@"78 +9; %36= ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§
φ(u, b)

�J36?k?~�*� ¤ <E�.¤"5�369;?~<�� ¤ §
φ(u, b) ≈ m

N
,

�V�~<>7�<
m

9�}�58�~<�? @"Al¤ <>7��6� ­ 3658�~}����.7��V�"9���� 78@"9;? �"�+<�}�?~�.5®�'���>@"7 
�9{� <%�
xi > 0 ∀ i ����� <Ä���.?~}89��"<>7

3 ­ 3658�43.}���3J +9;?"�u}8@"78 '9; -<�� ¬�9 ���¸�.7®}��.AC<
i
58�~<l���.?~��9;589��.?

xi > xmax
9�}V��@"=� ~=;=�<�� ¬��V�~<>7�<

xmax
9�}�3

}8@ ] �>9�<>? 58=;§ =�3678�-<B58�"7�<�}8�~�.=�� �b¦H�"9�}E�J36?w¤z<] +9�<>��<�� 3.}Ä36? 36¤~}��.78¤"9;?"���~�.789;�J�.? 5�36=�¤�3678789�<>7l365
xmax

¬
36?~� }��u58�~< ­ 7��'��<�}�}Ä}�5�� ­ }Ä�V9;58� ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§

1
� �®}�9;?"��58�"9�}�}85�� ­"­ 9;?"� �>789;5�<>789��.?�¬���<C�J -<>7�<�}8589;A 365�<

58�~< 3.�>58@�36= ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§`�6�®}�@"78 +9; %36=
φ(u, b)

�����.7b}8@ ] �>9�<>? 58=;§�=�3678�-<
xmax

¬Ñ�~�*��<> -<>7J¬�58�"9�}b<��z<��>5]9�}
?~<>�%=;9;�%9;¤"=�<%�
¥~�.7�58�~<�}89;Al@"=�36589��.?4�6��58�~<�<�� ­ <��>5�<��n .36=;@~<]�6� 58�~<���9; '9��"<>?~� ­ 3�§'AC<>? 5�}J¬ ��< ­ 7��'��<�<�� 3.}��"<�}��>789;¤z<��
36¤ �* -<C36?~�4�V�~<>?~<> -<>7Ä58�~< ­ 7��'��<�}�}�7�<J3.���~<�}�58�~<]��9; '9��"<>?~�w¤�3678789�<>7J¬ 9{� <%�

xi + ct̃i > (bmi + t̃i/α)
1
m
¬
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��<E?~<�<��k5��B�J36=��>@"=�365�<Ä58�~<�36AC�.@"?+5��6�Ñ��9; '9��"<>?~�"}�58��365�367�< ­ 369���@"? 589;=¨58�~<E?~<��'5��>=�369;A
i
�+���>@"7�}*�

vi := vi−1 + e−δti

∫ t̃i

t∗
e−δs



c− 1

mα
(
bmi + s

α

)1− 1
m



 ds, i ≥ 1

36?~�
v0 = 0

¬��V�~<>7�<
t∗

9�}�58�~< ­ �%}89;589; -<®}��.=;@"589��.?u�6�
xi + ct =

(
bmi + t

α

)1/m ¬+9{� <%�Ñ58�~<�589;AC<��V�~<>?�58�~<
­ 7��+��<�}�}�7�<J3.���~<�}E58�~<B��9; '9��"<>?~�w¤�3678789�<>7J�b¦H�~< ­ 7��+��<�}�}�9�}E}85�� ­"­ <�� ¬�9 ��78@"9;? �'���>@"7�} 
�9{� <%�

xi < 0
�¸�.7

}��.AC<
i
���.7�365®}��.AC<Ä}8@ ] �>9�<>? 58=;§ =�3678�-<Ä589;AC<

tmax
¬�3���5�<>7��V�"9���� 58�~<l<�� ­ <��>5�<��k %36=;@~<��6� ��9�}����.@"?+5�<��

��9; +9��"<>?~�"}�¤ <����.AC<�}V?~<>�%=;9;�%9;¤"=�<���@~<�5��b58�~<E��9�}����.@"? 5V�{3.�>5��.7
e−δt � ��<>5 v(j) ?~�J� ¤z<�58�~<  ~?�36=� %36=;@~<

�6�
vi

���.7 ­ 3658�
j
� ¦H�~<Ä<�� ­ <��>5�<��u %36=;@~<Ä�6�Ñ58�~<Ä��9; '9��"<>?~�"}V9�}V58�~<>?n3 ­"­ 7�� �'9;A 365�<��n¤ §

E[W (u, b)] ≈ 1

N

N∑

j=1

v(j) .

!�� !���� /19XI
?T=u��0`6�>�;FEM2\IOGJ8_6�IOR@R@GJ6CI �Jg
¥~�.=;=��J�V9;?"� 3�5�<����"?"9 � @~<E�"<> -<>=�� ­ <��u9;? �ÇFF�  �¬'��<E�J36?u?~�J� @~}�<®58�~< �®�.:'}�A 3�¡���=�3J�V:.3]9;?~<��+@�36=;9;5�§ 
¸¯��;G �
5��  ~?~� 36? @ ­"­ <>7�¤ �.@"?~�b�¸�.7
58�~<�<>787��.7��6� 58�~<�7�<��>@"7�}89; -<�36=;�-�.789;58�"A�<�}8589;A 365�<�9;? 587��'��@~��<�� 9;?��'<��>589��.?
I��ÇI��Ç¯b9;?�5�<>78AC}��6�Ñ58�~<E��9�}��>7�< ­ 36?~�>§k�6�Ñ58�~<E}�<��+@~<>?~��<E@~}�<�� �
(&+�#J
"��#�* k �u� ��� � ���&# #���%4#$ !�.#-� � ��+ �4# W (u, b)

*�� ���&# �����! -*��1' �.#$� ��� � � � #"'�� � �,� ��% %��$*������ � �.#$� � (
g(k)(u, b)

� �
	�� � #�' � ' 
¸I��Ç¯%I�� � ��� '�	 � � #�$'� #�'� #
ω

*��
N

#�+ #�� #�' � ��
 ���&# #���� *�� ��� � *��1'�� #-� � (
∥
∥
∥W (u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞

≤ ‖h(u, b)‖∞
1 − q

(

qk + qDN (ω)
) 
¸I��Ç¯-L �

#�� ���
q := λ

λ+δ

�
� �$* *���� �+9;?~��<
��<���3� -<

g(0)(u, b) = h(u, b)
¬.9;5��¸�.=;=��J��}¨��7��.A �V36?�3.��� � }  �"<�� ­ �.9;? 5ª58�~<��.7�<>A 5��.�-<>58�~<>7

�V9;58�k58�~<E<�}8589;A 365�< 
¸I��;G*L ��¬"58��365
∥
∥
∥W (u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞

≤
∥
∥
∥W (u, b) −Akh(u, b)

∥
∥
∥
∞

+
∥
∥
∥Akh(u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞

≤ qk

1 − q
‖h(u, b)‖∞ +

∥
∥
∥Akh(u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞


¸I��Ç¯F���
��5�<>7�36589;?"� 58�~<E9;? 5�<>�%7�36=¨<��+@�36589��.? 
¸I��Ç¯6K �

k
589;AC<�}�=�<J3.�"}V5��

Akh(u0, b0) =

k∑

i=1

∫

· · ·
∫

[0,1]2i





i−1∏

j=0

Cjq



h(ui, bi)dvi−1dwi−1 . . . dv0dw0 + h(u0, b0)

¸I��Ç¯%D%3��

=

∫

· · ·
∫

[0,1]2k

k∑

i=1





i−1∏

j=0

Cjq



h(ui, bi)dvk−1dwk−1 . . . dv0dw0 + h(u0, b0)

¸I��Ç¯%D6¤ �
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�V�~<>7�<��¸�.7
0 ≤ j ≤ k − 1

��<E��3� -<
tj = − 1

λ
log(1 − wj),

zj = −1

γ
log
(

1 − vj

(

1 − e−γzmin(uj ,bj ,tj)
))

,

zmin(uj , bj , tj) = cutj := min

(

uj + ctj ,

(

bmj +
tj
α

) 1
m

)

,

Cj =
(
1 − e−γcutj

)
,

uj+1 = cutj − zj ,

bj+1 =

(

bmj +
tj
α

) 1
m

.


¸I��ÇI%°��

��? �.@"7�7�<��>@"7�}89; -< 36=;�-�.789;58�"A 58�~<
2k

¡���9;AC<>?~}�9��.?�36=�9;? 5�<>�%7�36=�
¸I��Ç¯%D6¤ � 9�} 3 ­"­ 7�����9;A 365�<�� ¤ § �+@�3.}89 ¡
2n�.?+5�< �H3678=��n9;? 5�<>�%7�36589��.?e36?~� 9;?`�.7��"<>7]5��k@~}�< ���.:�}8A 3�¡��®=�3��V:%3 � }l9;?~<��+@�36=;9;5�§ ���.7�¤ �.@"?~��9;?"�458�~<
<>787��.7J¬"��<���3� -<�5��C�"<>5�<>78AB9;?~<Ä58�~<E5��.5�36=ª .36789�36589��.? �6��58�~<Ä9;? 5�<>�%7�36?~�n9;? 
¸I��Ç¯%D6¤ �>�
¥��.7�58��365 ­ @"7 ­ �%}�<
��<�9;?+ -<�}8589;� 365�<Ä<J3.���k�6�Ñ58�~<�}8@"ABA 36?~�"}�}�< ­ 367�365�<>=;§�36?~���"<� ~?~<

Fi
5��b¤z<�58�~<�9;? 5�<>�%7�36?~�k�6��58�~<

i
¡{58�

5�<>78A 9;? 
¸I��Ç¯%D%3��>�

Fi(v0, w0, . . . , vi−1, wi−1) := qi
i−1∏

j=0

(

1 − e−γzmin(uj ,bj ,tj)
)

h(ui, bi).

¸I��ÇI�G �

� <�?~�J� }��~�J� 58��365V58�"9�}H��@"?~�>589��.?k9�}H9;?~�>7�<J3.}89;?"�C9;? 36=;= 58�~<� %36789�36¤"=�<�}
wj

36?~� �"<��>7�<J3.}89;?"�C9;?k36=;=�58�~<
 .36789�36¤"=�<�}

vj


j = 1, .., i − 1)

�
���~�+�%}�<�3

j ∈ {1, .., i−1} 36?~�B=�<>5
vj

¤z<H9;?~�>7�<J3.}89;?"� 
��V�"9;=�<®36=;=~58�~<V�.58�~<>7  %36789�36¤"=�<�}
367�<  �"<�� ��¬%58�~<>?
Ck

¬
uk

¬ 36?~�
tk

7�<>A 369;?4���.?~}85�36? 5��¸�.7®36=;=
k ≤ j

��¥"@"7858�~<>78AC�.7�<
zk

7�<>A 369;?~}®���.?~}�5�36? 5®���.7�36=;=
k < j36?~��}��b�"�+<�}

bk
���.7�3678¤"9;587�3678§

k
����@"5V58�~<>?�9;5H9�}�<J3.}�§ 5��b}�<�<�58��365

uj+1
36?~�

zmin(uj+1, bj+1, tj+1)367�<��"<��>7�<J3.}89;?"�~����§B9;?~��@~�>589��.?�36?~� }��.AC<®<>=�<>AC<>? 5�3678§ AC�.?~�.5��.?"9��>9;5�§ 9;?+ -<�}8589;� 36589��.?~}�9;5 �¸�.=;=��J��}�58��365
uj+k

36?~�
zmin(uj+k, bj+k, tj+k)

367�<��"<��>7�<J3.}89;?"�]���.7V36=;=
k ≥ 1

����@"5H}�9;?~��<
h(u, b)

9�}H36? 9;?~�>7�<J3.}�9;?"�
��@"?~�>589��.?o�6�

u
9;5l���.=;=��*��}]��7��.A 
¸I��ÇI�G ��58��365

Fi
9�}B3n�"<��>7�<J3.}89;?"� ��@"?~�>589��.? �6�

vj


j = 1, .., i − 1

���
�+9;AB9;=�3678=;§u9;5��J36?k¤ <E}��~�J�V?k58��365

Fi
9�}�36?�9;?~�>7�<J3.}89;?"� ��@"?~�>589��.? �6�

wj


j = 1, .., i − 1

���
¦H�"9�}VAC�.?~�.5��.?~<Ä¤z<>��3� '9��.7�?~�*� 36=;=��J��}®5��b¤ �.@"?~�k58�~<� .36789�36589��.? �6�

Fi
�

V ([0, 1)2i;Fi) = Fi(0, 1, . . . , 0, 1) − Fi(1, 0 . . . , 1, 0) ≤
(

λ

λ+ δ

)i

‖h‖∞
��§ }8@"ABAB9;?"�C@ ­ 58�~<� %36789�36589��.?~}��6�Ñ58�~<

Fi
��<��-<>5�36?�@ ­"­ <>7�¤z�.@"?~� �¸�.7V58�~<�5��.5�36=  .36789�36589��.? �6�Ñ58�~<

9;? 5�<>�%7�36?~�
F

�6� 
¸I��Ç¯%D6¤ �

V ([0, 1]2k ;F ) ≤
k∑

i=1

(
λ

λ+ δ

)i

‖h‖∞ = q
1 − qk

1 − q
‖h‖∞ ≤ q

1 − q
‖h‖∞ .

�{����<E@~}�<�58�"9�}�<�}8589;A 365�<E5��.�-<>58�~<>7��V9;58� ��<>ABA 3 ¯��;GÄ��<E�-<>5
∥
∥
∥Akh(u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞

≤ ‖h‖∞
q

1 − q
DN (ω)

36?~�u9;?~}�<>78589;?"� 58�"9�}�9;? 5��C<��+@�36589��.? 
¸I��Ç¯F���  ~?�36=;=;§ �%9; -<�}
∥
∥
∥W (u, b) − g(k)(u, b)

∥
∥
∥
∞

≤ qk

1 − q
‖h(u, b)‖∞ + ‖h‖∞

q

1 − q
DN (ω) =

‖h‖∞
1 − q

(

qk + qDN (ω)
)

.
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$ _�� � � prhUm/� & ken.mohJv��tn�fov��	b0m fosth�� k0mok�� ben-� & &9kev h
��? 58�"9�}n}�<��>589��.? ? @"AC<>789��J36=B9;=;=;@~}�587�36589��.?~} �¸�.7 3 ­ 367�36¤ �.=;9��`��9; '9��"<>?~� ¤�3678789�<>74�6�C58�~< �¸�.78A

bt =
√

b2 + t/α
36?~�[<�� ­ �.?~<>?+589�36=;=;§Y��9�}858789;¤"@"5�<�� �>=�369;A 36AC�.@"? 5�} 


F (z) = 1 − e−z � 367�< ­ 7�<�}�<>?+5�<�� �
«®�.5�<�58��365�9;?�58�"9�}��J3.}�<

t∗ =
1

2αc2
− u

c
+

√
(

1

2αc2
− u

c

)2

+
b2 − u2

c2

36?~�u58�~<E9;?"�~�.AC�.�-<>?~<��.@~}®5�<>78A
h(u, b)

9;? 
¸I��;GJF����J36?�¤ <E�J36=��>@"=�365�<��n<�� ­ =;9��>9;58=;§u5��

h(u, b) = e−t∗(λ+δ)

(

c

λ+ δ
−
√

π

(λ+ δ)α

ez
2

2

<>7Æ���
(z)

)

�V9;58�
z =

√

(λ+ δ)(αb2 + t∗)
36?~�k58� @~}V��<Ä��3� -< ‖h(u, b)‖∞ ≤ c

λ+δ

�
¦H�~< ­ 367�36AC<>5�<>7�}B367�< }�<>5�5��

c = 1.5
¬
δ = 0.1

¬
α = 0.5

¬
λ = γ = 1

36?~��58�~< 36¤~}��.78¤"9;?"�n@ ­"­ <>7
¤�3678789�<>7�9;?k2 �+�"<>=¨�[9�}����~�%}�<>?n365

bmax = 4
�

¦H�~<�2 � 36?~� 
�2 �o<�}8589;A 365��.7�}H367�<��.¤"5�369;?~<�� @~}89;?"�
N = 66 000

­ 3658�~}
���.7
58�~<�7�<��>@"7�}89; -<®�J3.}�<�36?~�
���.7�58�~<b}89;A�@"=�36589��.? 36?~�

N = 33 000
�¸�.7�58�~<b�"�.@"¤"=�<�¡{7�<��>@"7�}89; -<B�J36=��>@"=�36589��.?~}J��¦H�~<b���.787�<�} ­ �.?~��9;?"�

� <��"3.�>5 �  %36=;@~<%¬'9;? =�3.��: �6��36?u36?�36=;§'589��E}��.=;@"589��.?�¬�9�}H�.¤"5�369;?~<��u¤ §u3�2 �
¡�}89;A�@"=�36589��.?n�J -<>7
10

AB9;=;=;9��.?
­ 3658�~}H�¸�.7�<J3.���n���~�.9���<Ä�6�

u
36?~�

b
�

¥~�.7�58�~<47�<��>@"7�}89; -< 36?~� �"�.@"¤"=�<47�<��>@"7�}89; -< �J36=��>@"=�36589��.?~}���<w@~}�<43�7�<��>@"7�}89��.? �"< ­ 58� �6�
k = 66

¬
�V�"9����k=�<J3.�"}�5�� 3uGJI%¯�¡���9;AC<>?~}89��.?�36=�}�<�� @~<>?~��<Ä?~<�<��"<����¸�.7V58�~<E2 �
¡�36?~� 
�2 �
¡��J36=��>@"=�36589��.?~}J¬��V�"9;=�<
���.7]58�~<�}89;Al@"=�36589��.? ��<u5�36:-<k3nK °%°�¡���9;AC<>?~}89��.?�36=�}�<��+@~<>?~��<u}�� 58��365C¯%°%°4���.?~}�<��>@"589; -<��>=�369;AC}C36?~�
9;? 5�<>7��'���>@"787�<>?~��< 589;AC<�}��6��3u789�}8:47�<�}�<>78 -< }�36A ­ =�< ­ 3658�`�J36? @~}�<B58�~< ��9��z<>7�<>?+5l��9;AC<>?~}89��.?~}]�6���.?~<
<>=�<>AC<>? 5��6�H58�~<B}�<��+@~<>?~��<C36?~�w���.787�<>=�36589��.?~}l36AC�.?"�k58�~<B�>=�369;A }89;�J<�}Ä36?~�w�>=�369;A �'���>@"787�<>?~��<B589;AC<�}
367�<Ä3� -�.9��"<�� �
� <�@~}�<H}��6¡��J36=;=�<��b� §'¤"789��B2n�.?+5�< �H3678=��E}�<��+@~<>?~��<�}����.7 36=;="�.@"7�
�2 �
¡��J36=��>@"=�36589��.?~}J¬+�V�~<>7�<H58�~<�9;?"9;589�36=
-%°E��9;AC<>?~}89��.?~}�367�<V�-<>?~<>7�365�<��C¤+§B3&-%°�¡���9;AC<>?~}89��.?�36=�=��*�R��9�}��>7�< ­ 36?~�>§C}�<��+@~<>?~��<�36?~�B58�~<�7�<>A 369;?"9;?"�
��9;AC<>?~}89��.?~}Ä367�<]�-<>?~<>7�365�<��4¤ §43 ­ }�<>@~�"�6¡{7�36?~�"�.A ? @"A�¤z<>7E�-<>?~<>7�365��.7J�Ä¦H�"7��.@"�%�~�.@"5Ä58�"9�}�����3 ­ 5�<>7J¬
��<�@~}�< ��)%�
	 3.}H�.@"7 ­ }�<>@~�"�6¡{7�36?~�"�.A ? @"Al¤ <>7��-<>?~<>7�365��.7J¬��V�"9�����¤�3.}89��J36=;=;§ 9�}H36?u9;A ­ 7��* -<��u -<>7�}89��.?
�6�]3`2 9;?"9;A 36=��+5�36?~�~367�� �-<>?~<>7�365��.7�¤�3.}�<�� �.? 3�Al@"=;589 ­ =;9��J36589; -< ���.?"�%78@~<>? 589�36=b36=;�-�.789;58�"A 
Ï���.7k3
�"<�}��>789 ­ 589��.? ��<C7�<��¸<>7Ä5�� ��-%D� ��� ¦H�~<C@~}�< �6�H�+§+¤"789���2n�.?+5�< �H3678=��k}�<�� @~<>?~��<�}���3.} ­ 7��J -<>?`5���¤z< 3
}8@~����<�}�}Æ��@"=¨AC�'��9� ��J36589��.? �6�
58�~< 
�2 �
¡{5�<����"?"9 � @~<%¬¨}89;?~��<l���.7�=��J� ��9�}��>7�< ­ 36?~�>§ }�<�� @~<>?~��<�}�5�§ ­ 9��J36=;=;§
58�~<�? @"Al¤ <>7��6� ­ �.9;? 5�}¨?~<�<��"<��Ä5��V�.¤"5�369;?b3V}�36589�}Æ��§+9;?"���"<>�%7�<�<
�6�'@"?"9 �¸�.78AB?~<�}�}¨��7�36A 36589��J36=;=;§�9;?~�>7�<J3.}�<�}
�V9;58�k58�~<�? @"Al¤ <>7��6�Ñ��9;AC<>?~}�9��.?~}J�
¦H�~<E��9��z<>7�<>?+5�AC<>58�~�'�"}®36?~��}�<��+@~<>?~��<�}�@~}�<��k367�<Ä���.A ­ 367�<��k '9�3]58�~<�AC<J36?n} �+@�367�<E<>787��.7

S =

√
√
√
√

1

|P |
∑

(u,b)∈P

(

g(u, b) − g̃(u, b)
)2
,

�V�~<>7�<
g(u, b)

36?~�
g̃(u, b)

�"<>?~�.5�<Ä58�~<Ä<��~3.�>5�36?~��58�~<l3 ­"­ 7�����9;A 365�<��  %36=;@~<%¬"7�<�} ­ <��>589; -<>=;§-¬�36?~� 58�~<
}�<>5

P
9�}Ä3 �%789��49;?458�~<b58789�36?"�%@"=�367E7�<>�%9��.?

(b = 0..[0.1]..1, u = 0..[0.1]..b)
� ��?w3.�"��9;589��.?�¬����.7E<J3.���

AC<>58�~�+�o��<u�%9; -<u58�~<uA 3 �'9;A 36=��"<> '9�36589��.?R�6��58�~<k3 ­"­ 7�����9;A 365�<��  .36=;@~< ��7��.Ap58�~<����.787�<�} ­ �.?~��9;?"�
<��"3.�>5V %36=;@~< ‖∆‖∞ = max(u,b)∈P

(

g(u, b) − g̃(u, b)
) �
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��?`2n�'�"<>= | 58�~< }8@"78 '9; .36= ­ 7��.¤�36¤"9;=;9;5�§��J36?`�.?"=;§w¤ < �J36=��>@"=�365�<��`@~}89;?"�n58�~< }89;A�@"=�36589��.?e3 ­"­ 7��-3.�����
¦ª36¤"=�<�I��;G �%9; -<�}�58�~< AC<J36?�¡�} �+@�367�< 36?~��58�~< A 3 �'9;A 36=V<>787��.7b�6��58�~< }�9;A�@"=�36589��.?o7�<�}8@"=;5�} 
�5��.�-<>58�~<>7
�V9;58�Y58�~< ���.787�<�} ­ �.?~��9;?"� �J36=��>@"=�36589��.?[589;AC<n9;? }�<����.?~�"} �B���.7u<J3.��� �6��58�~< }�<�� @~<>?~��<�} @~}�<���
��V9;58�
N = 66 000

���

2 �.? 5�<��H3678=�� ��36=;5��.? «�9�<��"<>787J� 
�5J¬ } � �'�.¤ �.=
�+9;Al@"=�36589��.?

S
°��Ç°%°�GJI%°-L °��Ç°%°�G*L.DF� °��Ç°%°�G*L.°%F °��Ç°%°%°%D
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dRt = (c + i Rt) dt−XNt
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Rt < bt
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Rt = bt
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claims ~ F(y)

premiums
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φ(u, b) = Pr{Rt ≥ 0 ∀ t ≥ 0 |R0 = u},
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u ≥ 0
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%"�(��� ��}��(�� ������ ¤ §

ψ(u, b) = 1 − φ(u, b)
� | �~�� 8���'%.��3 ­ ��%" ���! �������! "�� �§ ��}$ 8���
��� ­ ���' &��� }"�(3 �6�
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W (u, b)
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bt ≡ bc =
�����~}& J�;¬z���]���� /�

φ(u, b) = 0 ∀ 0 ≤ u ≤ b
�
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bc
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bt = b + at
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�(�'%"�; /�������+� ­"­ �'%V¤ ���(�~� �¸��%� 8��� ­ %��.¤��6¤(������ �§��6�0%"�(����¤ § 3 ��%" "���"�!���#� 31�' 8�~�'�"} ���~� ��� ���%°� ���Ä�.¤�¡
 ���������1�����.�' }������( "�����~}��¸��%  8��� ­ %��.¤��6¤(������ �§C�6� %"�(��� ���~�  8���*��� ­ ���' &���B}&�(3 �6�z�	��}������(�� &��� �	�; ,���(�'�~�
­ ��§,31�'�! �}

W (u, b)
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bt =

(

bm +
t

α

)1/m

(α, b > 0,m ≥ 1).
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φ(u, b)
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W (u, b)
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m = 1
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φ(u, b)
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u < b

φ(u, b) = (1 − λdt)φ

(

u+ (c+ i u) dt,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

+

+ λ dt

∫ u+(c+i u) dt

0
φ

(

u+ (c+ i u) dt− z,

(

bm +
dt

α

)1/m
)

dF (z).
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¦ �J§�����%�} �'%"�#��} ��� ­ ���~}"�����k�6�

��~� � �*���~�k�	�; ���}&�����k¤ §
dt

}8�~�J��}  8���� 
φ
} �� "��}  ���}� 8��� �������� "�����

(c+ i u)
∂φ

∂u
+

1

αmbm−1

∂φ

∂b
− λφ+ λ

∫ u

0
φ(u− z, b)dF (z) = 0,
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0 ≤ u ≤ b
�]¥���%

u = b
 8���B} ��31�1��%8�-�(31�'�� �}�� ���

¤2� �~}&���  ���}8�~�*�  8���� ���!���� "����� 
��~��-���¬����� 8�
c + i u

%&� ­ ���.� ���w¤+§ 1
αm bm−1

¬ ����}�� �~�����"}J�]¦H�!�~}E� �
�.¤( �����  8���E¤z���(�~����%8§ �����~�	�� "�����

∂φ

∂u

∣
∣
∣
u=b

= 0.
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lim

b→∞
φ(u, b) = φ(u),
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φ(u)
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W (u, b)
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i
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(c+ i u)
∂W

∂u
+

1

αmbm−1

∂W

∂b
− (i+ λ)W + λ

∫ u

0
W (u− z, b)dF (z) = 0,
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∂W

∂u

∣
∣
∣
u=b

= 1.
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l\#�*]���(m � � � � ­ %"���~�'� ­ �#�%¬
����� �����(��� ���������*�  8�(��} � ­"­ %��/�.���o����% ��� § �	�; ,���(�'�~�`¤���%"%"�#�'%�� �(�~�' "�����
bt = f(b, t)

 8���� ��}�3C���~�� ������ ���~�'%&� �.}"���"� ���
t
���~�k} �� "��}  ���}

f(b, t) = f
(

f(b, t1), t− t1

)

∀ b > 0
���~� ∀ t > t1 > 0.
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f(b, t)�V�(����� ��%&� 3C���~�� ������
���~�'%&� �.}"���"� ���
b
���~�

t
���~� ������ "���!�~���~}.���

b
¬� 8���Ä�/�'���'% ���Ñ}������( "�����n�6��
��~�
	J°��

��}V�-�; /�'�k¤+§
f(b, t) = h

(

h−1(b) + t
)

,

�V���'%&�
h(t) = f(b0, t)
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h(t) =

(bm0 + t/α)
1
m

� ���.¤( ����� 
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	J°�� ���~�'���~�(�Ä����% ���~}" ���~� �
f(b, t) = b+ at
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f(b, t) = (

√
b+ t)2
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φ(u, b)
���~�

W (u, b)
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A
¤+§

Ag(u, b) =

∫ t∗

0
λe−(λ+i)t

∫ (c′+u)eit−c′

0
g

(

(c′ + u)eit − c′ − z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ ∞

t∗
λe−(λ+i)t

∫ (bm+ t
α)

1/m

0
g

((

bm +
t

α

)1/m

− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ ∞

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−is

(

(c+ i u)eis − 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt,

��~�
	�	 �

���� 8�
c′ = c/i

���)�'%&�
t∗

��}* 8��� ­ �%}"�� "�; /��}������( "�����n�6�
(c′ + u)eit − c′ =

(
bm + t

α

)1/m 
  8�(��}*���(3�¤ �'%
��}*�(�(� �����Ä�¸��%)�����

m ≥ 1
¬�}"���~� �

u < b
���V¦H���]}������( "�����

W (u, b)
�6� 
��~�����V���� 8� �� �})���(�� "�����ª�����~�	�� "�����


��~����� ��} �� �(��� ­ ������ ��6�0 8��� ���! &�>�-% ����� ­ �'% �� ���%
A
� ¥~��%)���+§  ���� ¤ ���(�~�(���u� �(�~�' "�����~}

g1, g2

|Ag1(u, b) −Ag2(u, b)| ≤ ‖g1 − g2‖
∫ ∞

0
λe−(λ+i)tdt ≤ λ

λ+ i
‖g1 − g2‖
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0 ≤ u ≤ b < ∞ ¬~�V���'%&� ‖·‖ ��}  8����}"� ­ %&�'3
�(3 �~��%"3 ���
0 ≤ u ≤ b < ∞ ¬����~�  8���~}

�� H���������*��}* 8���� 
A
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φ(u, b)
�
� �E�������ª}&� � ��� �,���' "�����

�~����¬  8���� l¤ § }" ��'�����.}& "��� }"��3
�(���� "�����`�6�* 8��� %"��}�� %&��}&�'%8 /� ­ %��'� ��}�}������ }" "�����
� ���`�.¤( ����� ���(31�'%"��� ���
}������( "�����~}�����%

φ(u, b)
��� �C} �� "��}Æ��§,���"�C� ��§-��� �( .��} ­ ���'�������;§u����% �[] �'�#�'�~�>§n����3 ­ ��%"��}���� ­ �(% ­ �%}&��}��6�

 8���� -��%"�����~}.�!�(31�'%"��� ��� }������( "����� 31�' 8�~�'�"}$�� ������(��� ¤2�
�(��� �  �� ���J /�B}"�~��� � �����! "% �.�' "���"�+���� &�>�-% ���
� ­ �'% �� ���% �� -�������6¤(�#�%�E¦H�!�~}�� � ����}�� �����~}&���(�'%.� }"���;�%�! .3C�'�	�� �� �� "����� �6�
���(%.%"��}��+3C�+�(�'� ���  8���� ®� �
���! "%��'�	�~� � ��� �6¤~}���%8¤(���"� � ­"­ �'%®¤���%"%"�#�'%

bmax ≡ const
¬(�{�4�%�*� �0 8���l}"�(% ­ ���~} ­ %��+� ��}�}

Rt ≥ bmax
�¸��%

}���31�
t > 0

¬!�� ��} �6¤~}���%8¤ ��� ¬/ 8�����	�; ,���(�'�~� ­ �J§�31�'�� �}�}" �� ­ ���~�1 8��������3 ­ ��� § ��} �����~}&���(�'%&���  ��E���� /�
}"�(%8 ,�; /��� ��¥�%���3 ��� �������~��3 ��� ­ ������ ��6�� ,�#�>�  8�(��}�� ��� ¤ �*���� &�'% ­ %&�' &���  8���� � 8���®����3 ­ ��� § �������� 8���'�
�(���'���(�  �� ­ �(%�}"���]�� 8���'%��¸��%"3C}��6� ���  /��}" "31�'�� Ä}" "% �� &�>�-�#��}J� � �� 8���'3 �� "��� �����;§-¬  8�(��})3C�+�(�'�����.}�}���31�
�(��� �Ä� � �� "�(%&��} 
 �%� �~�. 8��� ­ %��'� ��}�}�}" �� ­ }$���  ��(�� &�
 "��31�l���� 8� ­ %��.¤��6¤(������ �§ 	 ��� � �  8���]} ���!���'�����l�������
%&��� �'%  ��  8�(��} 3C�+�	�� ����u /�'%�}&�����+�.} � �'�(�'�z���'¦H����¤ ���(�~����%8§  �������� ­ %��.¤(�#�'3 �¸��%  8��� ­ %��.¤��6¤(������ �§ �6�
}"�(%8 ,�; ������ ���+ 8���'�k¤ ���¸��%"3 �(���� &���k¤+§ 
��~��-���¬ 
��~���������~�

φ(u, bmax) =
φ(u)

φ(bmax)
,


��~�
	 ���
�V���'%&�

0 ≤ u ≤ b ≤ bmax
���~� �.}�¤ ���¸��%&�

φ(u)
��}. 8��� ­ %��.¤��6¤(������ �§ �6��}&�(%8 ��; -��� ��� �6¤~}&�'�~� �B�6�  8���

¤���%"%"�#�'%J�



���������	��
 ��� ��� � � �����W� ��� �
� ��� ��� � �	�!� ��� ��� ����� ��� 
 � � �!����
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� � � �+�(�'�Ñ� � �]� ��� �~�*� ­ %��'� � ���  ��u�.¤( ����� � ������ "% �.�' "����� 3 � ­ �¸��%$ 8��� ­ %��.¤��6¤(������ �§ �6��}"�(%8 ��; -���
�.}.�� �}  �(��� ­ ������ J� � �
�/� ��� �������� "����� 
��~�
	�	 �>¬ �#�' 

t∗
¤2�  8���  "��31�B�V���'�  8���C}&�(% ­ ���~}������(��� %&� �.���

 8�����	�; ,���(�'�~� ¤���%"%"�#�'%��-�; /�'�� 8���� $�~� �'������3��+���'�(%�}*��� �' �� �(%" 8���'%"3C��%&�
t∗∗ = α(bmmax − bm)

¤2�  8���
 "��31�E�V���'�  8���E�	�; ,���(�'�~��¤���%"%"�#�'% %&� �.������}* 8��� �6¤~}���%8¤(���"�C¤���%"%"�#�'%J¬����~�

t̃ =
1

i
log

(
c+ i bmax

c+ i u

)

 8���  "��31� �V���'�  8���u}"�(% ­ ���~}]�����(��� %&� �.���  8���+�6¤~}���%8¤(���"�4¤���%"%"�#�'% ���  8��� �6¤~} �'�~� � �6�.� �	�; ,���(�'�~�
¤���%"%"�#�'% ���~� �6�¨�'������3C}J� | }  8���®�	�; ����(�'�~� ¤���%"%"�#�'% ��} ��� ���~�'%&� �.}"���"�l� �(�~�' "�����u���

R
+ ¬
t∗∗

��}��(�(� �!���'�;§
�(�' &�'%"3 ������� ¬ � �~}" )�.}���}

t̃
� ����3l¤(���(���"�  8���  ���� ­ �%}�}"�;¤(�#�E}�� �'����%"���%}

0 ≤ t∗∗ ≤ t̃ ≤ t∗
���~�

0 ≤ t∗ ≤
t̃ ≤ t∗∗


��(� ­ �'�~�	���"� ���  8���� -��������}��6�
u
���~�

b
��¬"�����(�� ����  8���Ä� ­ �'% �� ���%

A
�.}

Aφ(u, b) =

∫ T

0
λe−λt

∫ zmax(u,b,t)

0
φ

(

zmax(u, b, t) − z,

(

bm +
t

α

) 1
m

)

dF (z) dt+ e−λT ,


��~�
	 � �
�V���'%&�

T = max
(
t̃, t∗∗

) ��}  8����
  ��(�� &� �  "��31� �V���'�  8��� }&�(% ­ ���~} ­ %��'� ��}�}
%&� �.������}  8��� �6¤~}���%8¤(���"�
� ­"­ �'%V¤���%"%"�#�'%

bmax
���+ 8���
�6¤~}&�'�~� �Ä�6���'������3C}J¬����~�

zmax(u, b, t) = min

(

(c′ + u)eit − c′,

(

bm +
t

α

) 1
m

)

.

��~�
		-��

� �' 
φ1

���~�
φ2

�~�J� ¤ �. ����C¤z���(�~�(���u� �(�~�' "�����~}����
0 ≤ u ≤ b ≤ bmax

¬( 8���'�

|Aφ1(u, b) −Aφ2(u, b)| ≤ ‖φ1 − φ2‖
∫ T

0
λe−λtdt = ‖φ1 − φ2‖

(

1 − e−λT
)

.

�����~� �
T = T (u, b) < M <∞ ¬� 8�(��} � ­ �'% �� ���% ��} �������! "% �.�' "������¬(���~�B�������.��� � }� �	��� ­ �����!  8������%&�'3

��}" �6¤(����}8����}� 8��� ���,��}" &�'�~� �
���~� �(�(� �!���'����}�}®�6�  8����}������( "�����
φ(u, b)

�����n�'�(�'�����
����%"%&��} ­ ���~�	���"�-�;§-¬  8���B�����! "% �.�' "����� 3 � ­ �¸��%. 8��� ��� ­ ���' &��� }&�(3 �6�H�	�; ����(�'�~� ­ �J§�31�'�� �} �����n�'�(�'�
� ��}V�-�; /�'�k¤ §

Ag(u, b) =

∫ t∗

0
λe−(λ+i)t

∫ (c′+u)eit−c′

0
g

(

(c′ + u)eit − c′ − z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ t∗∗

t∗
λe−(λ+i)t

∫ (bm+ t
α)

1/m

0
g

((

bm +
t

α

)1/m

− z,

(

bm +
t

α

)1/m
)

dF (z)dt+

+

∫ t∗∗

t∗
e−(λ+i)t

(

(c+ i u)eit − 1

mα
(
bm + t

α

)1−1/m

)

dt,

��~�
	 ���

� �
t∗∗ > t∗

���~�
Ag(u, b) = 0

�� 8���'%8����}&�%¬�¤2��� ���~} �  8���'�  8����}"�(% ­ ���~} %&� �.������}  8��� �6¤~}���%8¤(���"�b¤���%"%"�#�'%
¤2���¸��%&�  8���C�	�; ,���(�'�~� ¤���%"%"�#�'%J� ¦H���1���.}&  &�'%"3 ��� 
��~�
	 ���.%&� ­ %&��}&�'�! �}  8���C�	�; ,���(�'�~�"}  8���� ��%&� ­ �����
���( ��(�! "���

t∗∗
���~� ��} �C}"��3 ­ ���� �� �� "�����n�6�0 8���E��%"�;�-������� ��� ­ %&��}�}"�����

∫ t∗∗

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−is

(

(c+ i u)eit − 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt+

∫ ∞

t∗∗
λe−λt

∫ t∗∗

t∗
e−is

(

(c+ i u)eit − 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt.
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‖Ag1(u, b) −Ag2(u, b)‖ ≤ λ

λ+ i

(

1 − e−(λ+i)t∗∗
)

‖g1 − g2‖ ,

����% ���+§  ����k¤z���(�~�(���w� �(�~�' "�����~}
g1, g2

���~� ��� �6�!����� ���� /� �k�����! "% �.�' "����� ���  8���C�������.���o} ­ �.� �
�6��¤z���(�~�(��� � �(�~�' "�����~} �����(� ­"­ �������� 8�  8��� }&� ­ %&�'3 �(3 �~��%"3k¬��V�(����� ��3 ­ ���#��}  8��� ���	��}" &�'�~� � ���~�
�(�(� �!���'����}�}��6�  8����}������( "�������
�����~� �  8����}&�
¤ ���(�~����%8§� �������� ­ %��.¤(�#�'3C}�� ���
�~�� ¨¤ �
}����; /��� �������;§� "��� �����;§-¬� 8���'%&����} �*��� ���E�¸��% ��� ���' "�; /�
���;�-��%"�� 8�(3C}  ����.¤( ����� ���(31�'%"��� ���Ä}������( "�����~}J� �$�'%&� � � �¸�'�'�~} ���  8���4�(�> /�'��� ­ 31�'�! k�6� ���(3�¤ �'%Æ¡
 8������%&�' "���C}������( "����� 31�' 8�~�'�"}E¤��.}&���w���  8���B����%"%&��} ­ ���~�	���"� ���! &�>�-% ����� ­ �'% �� ���%�} ���~�w���4}& ��+�����.}" "���
}"��3 �(���� "������¬�%&��} ­ ���' "�; /�'�;§-�

� _ $ � � prhUm/� & ken v ben-� f��%b dQf
h & sYd ��� �YhJv
¦H�����¸�������J�����"�  8�(%&� � ���;�-��%"�� 8�(3C}*��%&� ­ %&��}&�'�! &��� ���  &�'%"3C}V�6�ª� ­ �'% �� ���% 
��~�
	�	 �>� �®�*���> /�'%J¬( 8���.�.��� ­ ¡
 �� "�����  ��  8���Ä�� 8���'%*���� &�>�-% ���ª� ­ �'% �� ���%�}*���� "%��+�	�~� ��� �6¤ �* /� ��}�}" "% ���;�%�� Æ¡¸����%8� ��%�� �
� � !���� [c6�9XWY8:E�� GJE ��9XGJ?T=_^�E�I
8:NC6CGJ=_;Fg �
¥~�������J�����"���  &�����(�(� �����  8���� �� �.} ����%&� �.��§��~}&��� ��� /26�N 1TS ���F�  �¬2 8���  �	��� ­ ������ E�6��
��~�
	�	 �®� ���n¤ �
� ­"­ %����	��3 �� &���k¤+§+� ­"­ �;§,���"�  8���������! "% �.�' "���"� ���! &�>�-% ���ª� ­ �'% �� ���%

A k
 "��31��}� �� �C}" ��%" "���"�B� �(�~�' "�����

h(u, b)
�V�(�����u�������~�'�%}&�  ���¤2�  8��� ���"�~��3C�.�/�'�������~}  &�'%"3 ���  8��������%"%&��} ­ ���~�	���"�
���� &�>�-% ��� � ­ �'% �� ���%


��V���'%&�
k
��}����~�%} �'� �.������%��	���"�  ��  8���E�(��}&��%&�����.���'�(% �.�>§k�6�  8���Ä}������( "����� ���

g(k)(u, b) = Akg(0)(u, b),

g(0)(u, b) = h(u, b) :=

∫ ∞

t∗
λe−λt

∫ t

t∗
e−is

(

(c+ i u)eis − 1

mα
(
bm + s

α

)1−1/m

)

ds dt.

¦H�(��} �#� �.�"}
 �� �
2k

¡��	��31�'�~}"��������� ���! &�>�-% ��������%
g(k)(u, b)

¬Ñ�V�(����� ��}l� �����'�(���� &��� ���(31�'%"��� �����;§ �~}"���"�
�n���� &��� ��%"��� ���~�#
)���.}&� ¡��n���� &� � ��%"��� 31�' 8�~�'�"}J�Ñ¥~��%  8���� ­ �(% ­ �%}&�V� �� "% ���~}Æ�¸��%"3  8�������� &�>�-% �� "������"��3 ����� �6��� ­ �'% �� ���% 
��~�
	�	 � ���! ��1 8���.�(�(�� ®�'�"¤2�%�

Ag(u, b) = h(u, b) +
λ

λ+ i
·

·
[
(

1 − e−(λ+i)t∗
)

1∫

0

1∫

0

g

(

(c′ + u)eit1 − c′ − z1,

(

bm +
t1
α

) 1

m

)

· F
(
(c′ + u)eit1 − c′

)
dv1dw1

+ e−(λ+i)t∗
1∫

0

1∫

0

g

((

bm +
t2
α

) 1

m

− z2,

(

bm +
t2
α

) 1

m

)

· F
((

bm +
t2
α

) 1

m

)

dv2dw2

]

���� 8�

t1 = − log
(
1 − w1

(
1 − e−(λ+i)t∗

))

λ+ i
z1 = F−1

(
v1 · F

(
(c′ + u)eit − c′

)) 
��~�
	 
 �

t2 = t∗ − log(1 −w2)

(λ+ i)
z2 = F−1

(

v2 · F
((

bm +
t2
α

) 1
m

))

.

��~�
		���
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W (u, b)
�¸��%V�-�; /�'�k ���������}��6�

u
���~�

b
��}

W (u, b) ≈ 1

N
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ĝ(i−1) ��}E���(�;§ �(�� ������ �¸��%
 8���l�	��}��'%&�' "�;� �� "����� ­ �����! �}

(uj , bk)
¬� 8���Ä� �(�~�' "�����

g(zmax(u, b, t) − z, (bm + t/α)1/m)
���4� ­ �'% �� ���%


��~�Ç¯%°�� ��} %&� ­ ���.� ����¤+§
��� ���� &�'% ­ ������ "�����]� �(�~�' "�����
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ĝ
(i)
j,k+1 +

u− uj

uj+1 − uj

(

1 − b− bk
bk+1 − bk

)

ĝ
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 ������� -�������E�6�
vj

�¸��% ­ �� 8�
k
��¦H��� ��� ­ ���' &���k ��������E�6�0 8���Ä�	�; ,���(�'�~�"}*��}� 8���'� � ­"­ %�� �,��3 �� &��� ¤ §

W (u, b) ≈ 1

N

N∑

k=1

v(k) .

� _�� � � prhUm/� & ken.mohJv��tn�fov��	b0m fosth�� k0mok�� ben-� & &9kev h
� �  8�(��}k} ���' "����� ��� ­ %&��} �'�! ���(31�'%"��� ��� %&��}"�(�� �}u�¸��%�� ­ ��% �6¤z������� �	�; ����(�'�~� ¤���%"%"�#�'% �6�
 8���4�¸��%"3
bt =

√

b2 + t/α
���~�o -��%"�����~}C�'������3 ��3C���(�! �	��}& "%"�;¤(�( "�����~}J� «®�� &�  8���� ���  8�(��}B� �.} �%¬

t∗
��}  8���
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}������( "����� �6�0 8��� ���!���� "�����
(c′ + u)eit

∗ − c′ =

(

b2 +
t∗

α

)1/2

,

�V�(����� ��� ���"}$ �� ¤ ��� �����'�(���� &��� �!�(31�'%"��� �����;§-¬ ���~�  8���
���"�~��3C�.�/�'�������~}  &�'%"3
h(u, b)

��� 
��~�
	�	 ��� ���
¤2�E� �����'�(���� &���� ��

h(u, b) = e−λt∗

(

c+ iu

λ
− e−it∗ez

2

2

√
π

(λ+ i)α
erfc(z)

)

���� 8�
z =

√

(λ+ i)(αb2 + t∗)
�

� � � ��� �cEL>XELG�I
8 GJE ��I�GJd�?
¦ �6¤(�#� �~�
	u�-�; /��}1 8�������~����� �k�6�$ 8��� ­ ��% ��31�' &�'%C ���������} ���~�  8�����(�'�~}"�� "�#��}C�6�. 8�����'������3 }"�;� ���	��}Æ¡
 "%"�;¤(�( "�����~} �~}&��� ���e���(%B� �����'�(���� "�����~}J�o¦H��������%"%&��} ­ ���~�	���"� �	��}" "%"�;¤(�( "����� ­ ��% ��31�' &�'%�} ��%&�����~�%}&�'�
}"�~���  8����  8��� 31� �������~�` ���%"�����~� �u�6�) 8���u�	��}" "%"�;¤(�( "�����~} �������~�'���(� ���~� ��%&� ���������  �� 	 ���~� °���-�¬
%&��} ­ ���' "�; /�'�;§-� ¦H�(%&� �Ä�6�0 8���������(%��	��}& "%"�;¤(�( "�����~}$��%&����� �J +§+¡� �����#��� �

¢ ��% ��31�' &�'% � ��������}
¤ ���'�;�%�! ��6���	�; ,���(�'�~��¤���%"%"�#�'%$�� � "��31�

t = 0
°��;� �Ç°��
	  ��;�
	

� ���(�� "�����¨� � ­ �� ��� °��;� �Ç°��
	  ��;� ¤
� ­ %&�'3 ���(3 �(�'�~}"�� �§ 	%��-
λ

���! &�'�~}"�� �§u�6���'������3 ���(3�¤ �'% ­ %��'� ��}�} 	
� �����~}" ���! ���! &�'%&��}" �����%�� � °��
	
α

�	�; ����(�'�~��¤���%"%"�#�'% ­ ��% ��31�' &�'% °���-
tmax

}" �� ­"­ ���"� �'%"�� &�'%"�������¸��%�}"��3
�(���� "�����~} 	J°%°
bmax

�6¤~}���%8¤(���"�1� ­"­ �'%V¤���%"%"�#�'% ����� �+�(�'��� �

��������3 }"�;� �Ä�	��}" "%"�;¤(�( "�����~} �(�'�~}"�� �§
� ��3 3 �

(2, 2) f(x) = 4x e−2x

���.�-�~��%"3 ���
(−0.203, 0.637) f(x) = 1√

2π·0.637·x e
− (log x+0.203)2

2(0.637)2

¢ ��%&�' ��
(2.732, 0.634) f(x) = 0.786 1

x3.732

� �'�;¤(�(���
(1.44, 1.10) f(x) = 1.31

(
x

1.1

)0.44
e−( x

1.1 )
1.44
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 )10 2/! 2�
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 � � ��}" "��3 �� &��}*��%&�E�.¤( ���������+�~}"���"�
N = 66 000

­ �� 8�~}��¸��%  8���.%&���'�(%�}"�; /�E� �.}&� ���~�
����%$ 8���]}"��3 �(���� "����� ���~�

N = 33 000
�¸��%) 8���]�"���"¤(�#��¡�%&���'�(%�}"�; /� ���~� �� &�'% �� "�; /�B� �����'�(���� "�����~}J� �����~� �

���(�.�' � ���������}.��%&� �~�� .�� -�������6¤(�#�%¬�� � ��}" "��3 �� &���  8���'3 ¤+§�� � �
¡�}"��3 �(���� "�����4�J /�'%
10

3 ����������� ­ �� 8�~}
����%*�> /�'%8§u���~����� �l�6�

u
���~�

b
�

¥~��%  8��� %&���'�(%�}&�; /� ���~� �"���"¤(�#�.%&���'�(%�}"�; /��� �����'�(���� "�����~}V� �$�~}&�$� %&���'�(%�}"�������(� ­  8�k�6�
k = 66
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�#� �.�"}  �� � 	 �%¯�¡��	��31�'�~}"����������}&�������'�~� �+��� ���(���o�¸��%  8��� � �
¡ ���~� 
 � �
¡�� �����'�(���� "�����~}J¬H�V�(���#�u�¸��%
 8���b}"��3 �(���� "����� �� $ "�(%"�����w���( . �� ¤ �b}"� ] �'�#�'�!  ��  � �/� � � °%°�¡��	��31�'�~}&��������� }&���!���'�~� �b}��  8���� Ä¯%°%°



���������	��
 ��� ��� � � �����W� ��� �
� ��� ��� � �	�!� ��� ��� ����� ��� 
 � � �!����
 �*� ��� �!� 
�� ������� ����� � �

�����~}&���'�( "�; /�]�'������3C}$���~� ���! &�'%��'���'�(%"%&�'�~� �  "��31��}��6� �1%"��}��+%&��}&�'%8 /��} ��3 ­ �#� ­ �� 8� � ���n¤ �Ä}"��3
�(���� &���
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imax = 66
���~� �'�(����%8�/�1 8���b�-%"���  ��

b = 7
}��

 8���� * 8��� ���	 "% � ­ ������ "����� � %���3  8��� ��%"% �J§ ���
0 ≤ u ≤ b ≤ 1

��}�}"� ] �'�#�'�� "�;§��.���'�(% �� &�%�
| ��� ���(% 
 � �
¡�� �����'�(���� "�����~} ��%&� �.�' "�������;§4� §'¤(%"����� ���! &� � ��%"������}" "��3 �� &��}J¬ �{�4�%�1 8��� ���(�� "�����Q-%°��	� ¡
31�'�~}"�����~} ��%&�H�/�'���'% �� &���B¤+§ � -%°�¡��	��31�'�~}"��������� 
 � �`} ���!���'�~� �*���~�  8��� %&�'3 �����(���"���	��31�'�~}&�����~}���%&�
�/�'���'% �� &���k¤+§�� ­ }&�'�~�"�6¡�% ���~�"��3 �!�(3�¤ �'%��/�'���'% �� ���%J�V¦H��� �~}&�Ä�6��� §'¤(%"����� ���! &� � ��%"��� }&�������'�~� ��}
���.} ­ %��J /�'�  �� ¤2� � }"�~��� ��}�}Æ� �(�03C�+�	�� �� �� "����� �6�� 8��� 
 � �
¡� &�����(�(� �����%¬¨}&���~� ���¸��%$���J� �	��}��'%&� ­ ���~�>§
}&�������'�~� ��}� �§ ­ ��� �����;§  8���.�!�(3�¤ �'%®�6� ­ ������ �}*��� ���(���+ ��B�.¤( ����� �b} �� "��}Æ��§����"�C�(�>�-%&� �Ä�6�0�(�(� �¸��%"3 ����}�}
�	% ��3 �� "��� �����;§
���~�'%&� �.} ��}Ñ���� 8�  8�������(3�¤ �'% �6� �	��31�'�~}"�����~}*� � ��%&���J /�'%J¬ �	���  ��) 8��� ���� "�(%&�V�6�����(%0%"��}��
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¦H�(%����"�%�~���( ) 8�(��}®����� ­  &�'%J¬���� �~}&������� 	 �.}����(% ­ } �'�~�"�6¡�% ���~�"��3 ���(3�¤ �'%®�/�'���'% �� ���% �.}��(��}��'%"�;¤ ���
��� ��-��� �¬z�V�(����� ¤��.}&��� �����;§���} ��� ��3 ­ %��J /���  /�'%�}"����� �6� � � ���(��3 ���"�� ���~����%��w�/�'���'% �� ���%Ä¤��.}&���4��� �
3 �(�� "� ­ ����� �� "�; /�]�����"�-%"���'�! "����� ���;�-��%"�� 8�(3k�
¦H���E�	��� �'%&�'�� 31�' 8�~�'�"})���~��}&�������'�~� ��}*�~} ��� ��%&�Ä����3 ­ ��%&���k ,���  8���.31� ���n} ������%&� �'%"%���% 
 � �'� �

S =

√
√
√
√

1

|P |
∑

(u,b)∈P

(

g(u, b) − g̃(u, b)
)2
,

�V���'%&�
g(u, b)

���~�
g̃(u, b)

�(�'�~�� &�  8��� �����.�' $���~�+ 8���
� ­"­ %����	��3 �� &���  -�������%¬(%&��} ­ ���' "�; /�'�;§-¬����~�� 8���
}&�' 

P
��} � �-%"��� ���  8���  "%"�����"�-�(����% %&�>�-�����

(b = 0..[0.1]..1, u = 0..[0.1]..b)
� � � �.�"�	�� "������¬�����% � �.���

31�' 8�~�+�o� �u�-�; /�  8��� 3 � �,��3 �����(�> ,���� "�����R�6�$ 8��� � ­"­ %����	��3 �� &���  �������� � %���3  8��������%"%&��} ­ ���~�	���"�
���(�.�' V -������� ‖∆‖∞ = max(u,b)∈P

(

g(u, b) − g̃(u, b)
) �

¦H���C}"��3
�(���� "�����~}�}8�~�*�����  8����  8��� ��3 ­ �#�'31�'�! �� "�����o�6�H¥����(%&� ���~� «)�#���(�'%"%&�'�� &�'%
(0, s)

¡�}&�������'�~� ��}
� ���(�~�� �����3 ­ �' &������ 8�  8��� ­ �'%Æ�¸��%"3 ���~� �V�6���� 8���'%0���J�H¡��	��}��'%&� ­ ���~�>§B}&�������'�~� ��}ª����%  8��� ���! &�>�-% ���~�"} �6�
���(% ­ %��.¤(�#�'3C}J��¦H���'%&���¸��%&�) 8����}"��3
�(���� "����� %&��}"�(�� �}��6�  8����}&�  ����]}&�������'�~� ��}
���J /� �~�� �¤2� �'� ���~�'���~�(���
���+ 8�����¸�������J�����"� �����~}&���(�'% �� "�����~}J�

� � � � � ��G�G�6�G1I
>XI
8�iX?T=:?
� ����w���w��H'@���(
Lx7��x7�u'u��� o
� � �n�'�(�'� |  8��� }"�(%8 ,�; ���� ­ %��.¤��6¤(������ �§�� ���`���(�;§w¤2� � �����'�(���� &��� �~}"���"�  8��� }"��3 �(���� "����� � ­"­ %��/�.�����
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���~�� 8��� 3 � �	��3 ���$�'%"%���%��6�  8��� }"��3 �(���� "����� %&��}"�(�� �} �¸��% � �.���[�6�  8��� }&�������'�~� ��} ���~� �'������3 }"�;� �
�	��}" "%"�;¤(�( "�����~}*�~} ��� 


N = 66 000
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�)�'%&�%¬����(�;§+ 8��� �'�.¤z���ª}&�������'�~� � �#� �.�"}) �� ��� ��3 ­ %��J /�'31�'�� Ä����3 ­ ��%&���  ��  8��� � ���! &� � ��%"��� }"��3
��¡
���� "�������
� � �n�'�(�'����¬- 8���*���� &�>�-% ��� � ­ �'% �� ���% 
��~�
	 � ��� ��� ¤ ���~}&���1 ���� �����'�(���� &�) 8����}"�(%8 ,�; ���� ­ %��.¤��6¤(������ �§-¬(���~�
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‖∆‖∞
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S
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V�W X�WAY Z�[]\�^%_a`*\Fbc_ed#""_af�\g[]\h_i^%[ij�\�j�k�^%lAm�\ WnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnWpVQq
V�W X�Wsr Z7f�\utwvgxoy
z6{]|if�\F`*\'{5"}d3[w~o~���WgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnWpV%�
V�W X�W X z�d3b2k3\�[a�Q\Fb:|F\���[]d2d#"�WgWnWgWnWgWoWgWgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnWpV%�
V�W X�W � z�d3b2k3\�[a�Q\Fb:|F\�d?""_]f�\utwvgxoy
z�Y3��twvgxoy
z7r)^%b:j0twvgxoy
z�X�`*\F_af�d�j�{pW��Qr

����� K)� = 5$!"��G���&��+C$G�; /c� 5 / ��& =M/ C�� 1��)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� �+@
���-� K)�+C"#Q;�! 1 &N�TC �)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� ��?

���������}���F���c���h�4�� )¡��2���-¢�£¥¤2�T�h�u¦n�c��§}¤�¨O�4����¤+©��«ª¬¤2��­�¡���®���¯*¡����F�)�h¤2§°¡����}¤2�0�h���h�����}±T¡����7¤cª�©��-²<�4�h�4�T�����c§
��±:¡��c���}¤2���3³:´g���}�F�
´o�4�h��©��4µ��4§}¤2�<��©·¶T¸
¹T�h�4��®�§}��³Tº«»���¤2�%³�¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸·�c��©
¯�¤2¡�©��°�F�c��¸�³��c�h�)�'¼+�h�4��©���©
�h¤
©��4§���¸½©��-²¾�4�h�4�:�����c§7��±:¡��c���}¤2���)¤cª������¿ªÀ¤2��¨

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ(t))) ÁoÂ ���J�h�4�F�c�h©���©Ã�c��®�¡�¨O�4�:��}�Ä�c�����h¤�¼��°¨·�c�h��©Å¶T¸6�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�«³7�QªÀ�h�4�¿´g���}�F�Æ�����O��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§JÇÈ )¡��2���-¢]É]£¥¤2�T�h�Ê¦n�c��§}¤¥­u¡���®��
¯*¡����F�Ë¨O�4����¤T©��½�%�c�Ì¶<�Ã�c����§°�}��© ÁÎÍ �Ã®��°µ��Ï�Ë���h¤T¤cª0¤cª������6��¤2�:µ��4��®��4�����Ï¤cª0�����}�
¨O�4����¤+©Ð�c��©
�°�h�¿¤2�h©��4�¿�°�Ë�½®��4���4�F�c§eªÀ¤2��¨M³�´g���}�h�Ñ©�¤T���J��¤2��©��4�$�4��©Å¤2�Ñ�½���<���4�-Ò��· )¡��2���-¢�£¥¤2�T�h�Ê¦n�c��§}¤¥­u¡���®��
¯*¡����F�
¨O�4����¤T© Á*Ó �°���c§°§°¸�³«�O�T¡�¨O�4���}�%�c§e�°�:µ��������°®:�c���}¤2�Å�h��¤%´u�*�����c�*���°¨Ô�°§��c�*�h¤
¤2�h©��°���c��¸Ã©��-²<�4�h�4�T�����c§��±:¡��c���}¤2���w�����}��±T¡��2���-¢È�F�c��©�¤2¨Ô�°Õ%��©O¨O�4����¤+©Ô§}�%�2©��e�h¤Ä�c�Ô�°¨Ô���h¤3µ��4¨O�4�:�oª¬¤2�e���%��µ+�°§°¸Ö¤��F�4�°§°§��c���°��®Ä©��4§���¸
©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2������¤2¨Ô���c�h��©M�4µ��4�×�h¤Ô���°®��×¤2�h©��4��­�¡���®��J¯*¡����F�Ô�h�h���4¨O��� Á
Â ���J��¤2�:�h�4�T�(¤cª7�����}�u�h���c���h�4�)�}�g¶<�4�°��®O��¡�¶�§°�}������©½�°�ÅØ 1:ÙcÚ Á
ÛW_FÜ Ý+Þ)ß�à<áJâ�ã0ä�ß"åháuÞ

���æ���T¸+���}���)�c��©½¤2�����4���4��®��°�����4���°��®·��¡�¶�ç����4�h�%³������*�F�c�h�J¤cªe�h���c��®��¿¤cªe�0���h¤T�����h�
y(t)

¤cªÀ�h�4�M©�¤T���u��¤2�
¤2��§°¸½©��4�$�4��©¥¤2�×�����Jµ��c§°¡��Ä¤cª

y(t)
�c�u���°¨O�

t
³�¶�¡��(�c§}�h¤O¤2�¥�����Jµ��c§°¡����)¤cªe�����J���h¤+�����h�u�°�¥�����¿���2��� Á

Â ���Oè4©��4§���¸M©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2��è(ª¬¤2�g�����J���h¤+�����h�g�����4�×�%�c�½¶<�J´g���°���h�4�M�°�½�����¿®��4���4�F�c§¾ªÀ¤2��¨Mé

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ1(t)), ...y(t − τk(t)))
ª¬¤2�

t > t0,
Ç 0 Á°ê É

y(t) = y0(t)
ªÀ¤2�

t ≤ t0 .
Ç 0 Áìë É

0 0



K)8"G�5$� / � ��� H¿ILK =M/ ��8$�� 1 �À�:�Ä��8 /O1 �+;�!"��&N�TCÃ� �e / ;�GQP6 "&�R / � / C��'&�G�; /2S !"G��'&��+C 1 �T�

Â ���g¨O¤����w��¤2���}���%�c¶�§}�)©��-²<�4�h�4�������h¤¿¤2�h©��°���c��¸Ö�°���°�����c§�µ��c§°¡��g���h¤2¶�§}�4¨O�w�}�w�����c�������g�°���°�����c§�µ��c§°¡��g¨�¡����¶$�Ö®��°µ��4���2���ÊªÀ¡����4���}¤2�Æ¤2�Ë�c�Ë�°�:�h�4��µ��c§
[inft≥t0 ,0≤j≤k t− τj(t), t0]

�°�����h�%�2©Æ¤cªg¤2��§°¸6�����Oµ��c§°¡��·�c�
�����J���F�c�����°��®O�<¤2�°�:�

t0 Á����Ø Ù 0cÚ �c��©�Ø Ù�ÙQÚ ¹T�h�4��®�§}�Ö���h¤2�$¤��h��©Ï�6Ç �F�c��©�¤2¨Ô�°Õ%��©�É*£Ã¤2�:�h�·¦n�c��§}¤½�c§°®�¤2���°����¨ ª¬¤2�)�����Ô�F¤2§°¡����}¤2�6¤cª
�����*�°���°�����c§�µ��c§°¡��*���h¤2¶�§}�4¨

y′(t) = f(t, y(t)), 0 < t < T, y(0) = y0 ,
Ç 0 Á � É

´g���4�h�
f
�}�g��¨O¤T¤2���½�°�

y
³+¶�¡���¤2��§°¸Ê¶$¤2¡���©���©¥�c��©��o¤2�h�4§�¨O�%�2��¡��F�c¶�§}�J�°�

t ÁeÂ ���Jª¬�c¨Ô�°§°¸æ¤cª��h¤2§°¡����}¤2�¨O�4����¤T©������O���h¤2�<¤��h��©Ë�}�����+�°�Æ�h¤×�����
­�¡���®��'¢�¯*¡����F�½ªÈ�c¨Ô�°§°¸�³e�c��©Æ���T¡����%�c§°§}��©Ë�����
­�¡���®��'¢�¯*¡����F�
£¥¤2�T�h�¥¦n�c��§}¤UÇÀ­)¯J£6¦gÉÄªÈ�c¨Ô�°§°¸ Á �a�����}�·©��4���°µ��c���}¤2� ���M©�¤+���Ô��¤2�O©��}�h�4�h�4���°Õ%�M�����æ���°¨O��³o¶�¡��·¤2��§°¸�����J�����c�����c§�©��°¨O�4�����}¤2���

y
³��c��©M�h¤2§°µ����u�����*�h�4¨·�c�°���°��®·�°�:�h�4®��F�c§���±:¡��c���}¤2�×¡����°��®O£¥¤2�T�h��¦n�c��§}¤Ô�°�T�h�'¢

®��F�c���}¤2� Á º«»���¤2�OØ 0 ë Ú ³�¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸6�c��©6º«»���¤2�OØ ê�� Ú �c��©6º«»���¤2�Ä�c��©Ï¯)¤2¡�©��°�F�c��¸�Ø 0	�QÚ ®��4���4�F�c§°�°Õ%��©Ï�����}�¨O�4����¤T©ÔªÀ¤2�w¤2�h©��4�h��¡��O�h¤*�����h����³+�c��©O�2©�©��°���}¤2���c§°§°¸Ô¡��F��©
 )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�(¦n�c��§}¤¿¨O�4����¤T©����h¤¿�%�c§}�4¡�§��c�h�
�����*�h����¡�§°���°��®·�°�T�h�4®��F�c§oÇ ���T¡��u�����*���c¨O�¿­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤T©��uªÀ¤2�g�����4¨
É Á���������4�°�æ�c�����}�4§}���%³u¹T�h�4��®�§}��³�¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸�³g¯�¤2¡�©��°�F�c�a¸L�c��©Uº«»���¤2�æ�c����§°¸������M­u¡���®��'¢�¯*¡����F�LÇÈ )¡��2���NÉ
£¥¤2�T�h�
¦n�c��§}¤½¨O�4����¤+©��¿¤2��§°¸6�h¤½¤2�h©��°���c��¸Ï©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�Å´g�°���Å�°���°�����c§���¤2��©��°���}¤2���0�2�J®��°µ��4�
�°�Ñ��±T¡��c���}¤2��Ç 0 Á � É ÁÃÍ �Ê´g�°§°§�Ò��h���Ö®��°µ��½�×¶����}�'ª)¤2¡���§°�°���½¤cª������4�°�0¨O�4����¤T©��Ö���4�h��³e¶<�'ª¬¤2�h�Ê�c����§°¸+�°��®�����4¨ �h¤¥©��4§���¸Æ©��-²¾�4�h�4�:�����c§u��±T¡��c���}¤2��� Á�
 ��©��4�0�����
�2�h�h¡�¨Ô�����}¤2����¨O�4�T���}¤2����© �c¶$¤3µ��ÃÇ f ©�¤T������¤2�
�4µ��4�æ����µ��J�h¤0¶<�(©��-²¾�4�h�4�:�����c¶�§}�¿�°�

t
³+§}�4���c§}¤2���(�h¨O¤T¤2���"É'³

f(y, y(t))
�}� Â �%¸T§}¤2�i¢��'¼����c��©���©×¤2��§°¸
´g�°����h�����<���4�(�h¤

y(t)
�c��©Ã�����0©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2�6�}�*�h���4¡��h���°µ��4§°¸Ã��¡�¶������°��¡��h��©6�°�:�h¤æ�°�h�F�4§-ª Á¿Â ���}�*§}�%�2©���h¤O�c�×��±T¡��c���}¤2�×¤cª������JªÀ¤2��¨ ÇÀ�h���ÔØ 0	�2Ú É'é

f(t0 + h) = y(t0) +
s∑

i=1

∫ u0

t0

· · ·
∫ ui−1

t0

Fi (u1, . . . , ui; y(t0)) dui . . . du1 + O(hs+1) ,
Ç 0 Á 1 É

´g���4�h�
u0 = t0 + h

�c��©U�����
Fk
³

1 ≤ k ≤ s
³n�c�h�¥©��'Ò�����© �h���4¡��h���°µ��4§°¸�¶T¸

F0(y) = y
³
Fi :=

DyFi−1f(ui, y) Á�Â ���o��¡�¨ �}�������4�Ö��¤2¨Ä¶��°����©Ö�°�T�h¤)¤2���
s
¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§+�°�T�h�4®��F�c§�¤%µ��4�w�g���4´Ëª ¡����4���}¤2�

Gs
´g�°���

ū =
(
uπ(1), . . . , uπ(s)

) �c��©M�Ö�$�4��¨�¡��F�c���}¤2�
π
��¡��F�M�����c�

uπ(1) ≤ uπ(2) ≤ · · · ≤ uπ(s)
é

f(t0 + h) = y(t0) +
1

s!hs−1
n

∫

(t0 ,t0+h)s

Gs (ū; y(t0)) du+ O(hs+1) ,
Ç 0 Á 0 É

Â ���)ª ¡����4���}¤2� Gs
�}���h�4´g���°���h�4�×¡����°��®O���h¡��°�F�c¶�§}�)�}©��4�T���°��¸ÅÇ¬�c��©½�2����¤2�h©��°��®·¤2�h©��4�g��¤2��©��°���}¤2���u¤2�½�����

��¤T�
�·�4�}�4�T�h��ÉÄ�h¤M®��4�0���}©Ë¤cªu�����Ê©��4���°µ��c���°µ����0¤cª
Fi

´g�°���Ñ�h�����<���4���h¤
y(t) Á¥Ó �°���c§°§°¸�³e�����O�h�4¨·�c�°���°��®�°�:�h�4®��F�c§"�}���c�����h¤�¼��°¨·�c�h��©O¶T¸Ö£Ã¤2�:�h�(¦n�c��§}¤J�°�:�h�4®��F�c���}¤2� ÁwÂ ��� s ¢�¤2�h©��4�w­�¯* (£6¦�¨O�4����¤T©Ô®��4���4�F�c�h����Ö�h��±T¡��4�����

(yn)0≤n

©��'Ò�����©M¶:¸ÏÇÀ�h���J� Á ® Á Ø 0 ë Ú ¤2�ÄØ 0	�QÚ É'é
yn+1 = yn +

hn

s!N

∑

0≤j<N

Gs (tn,j, y(tn)) ,
Ç 0 Á Ù É

´g���4�h�
tn,j = tn + hnx̄j

�c��©
x̄

(1)
j ≤ x̄

(2)
j ≤ · · · ≤ x̄

(s)
j

�c�h�O�����·�4§}�4¨O�4�T�h�Ö¤cªu�����
s
¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§

¡����-ªÀ¤2��¨Ô§°¸Ë©��}�������°¶�¡��h��©��h��±:¡��4�����
(xj)0≤j≤N

´g�°���Ñ�����4�°�0©��°¨O�4���h�}¤2���Ô�h¤2���h��©Æ�°���2�h���4��©��°��®Ï¤2�h©��4� Á
Â ���J�'¼+��§°�}�4�°�uªÀ¤2��¨O�u¤cª7�����*ªÀ¡����4���}¤2��� G1

³
G2

�c��©
G3

�2�g®��°µ��4�M¶T¸æº�»���¤2�ÄØ 0 ë Ú �c��©M¯�¤2¡�©��°�F�c�a¸ÅØ 0	�cÚ�c�h�Ö����¤%´g�6�°�Ï��±:¡��c���}¤2���OÇ 0 Á°ê 1 É��h¤ÏÇ 0 Á°ê Ù É4³$�����Ö��¤2���h�����<¤2��©��°��®M¤2�h©��4�*��¤2��©��°���}¤2���Ä�%�c�Ã¶<�ÄªÀ¤2¡���©Ã�°������J�4�°�h��©×�c�����}�4§}����ÇÀ���h� Á Ø 0	� ³���±T¡��c���}¤2���ÄÇ 1 Á°ê%ë Én�h¤MÇ 1 Á°ê 0 É Ú É Á
Í �o´g�°§°§�¡��h�o�����}�7¨O�4����¤T©O�c��©Ö�'¼��h�4��©Ö�°���h¤*©��4§��%¸0©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2���e�°�Ö�����n�h�����e¤cª"�����n�F���c���h�4� Á� ¡��J©��}�h�4¡��h���}¤2�6´g�°§°§7��¤2�¿©��4�$�4��©6¤2�Ï¤2���Ô���<���4�-Ò��Ö­�¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤T©¾³<��¤3´��4µ��4�%³�´��Ö´g�°§°§w�c§}�h¤Ê®��°µ��
���<���4�-Ò��·���h¤+¤cªÀ��ª¬¤2�Ö�����
��¤2�Tµ��4��®��4�����×�c��©Ñ�°�h�Ô¤2�h©��4�Ö¤cª)�����Ê­)¯( (£Ï¦ ê Ø 0 ë Ú ³e­�¯* (£6¦ ë Ø 0 ë Ú �c��©­�¯* (£6¦ � Ø 0	�QÚ ¨O�4����¤+©��)�c����§°�}��©M�h¤O©��4§���¸½©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2��� Á
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ÛW_#^ ������ä�à$å��Äß"åFáuÞ á��×ß
	����0à$á�
������

Í ����¤2�����}©��4���°���°�����c§+µ2�c§°¡������h¤2¶�§}�4¨O��ª¬¤2��©��4§��%¸
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�°�:�h¤Ô�����Ä©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�¥�c��©×�c�����°µ��Ä�c���c�×¤2�h©��°���c��¸½©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2�

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ(t))) ≈ f(t, y(t), z(t)) = g(t, y(t)) .
Ç 0 Á°ê�ê É

� ����§°¸+�°��®Ô�����*­�¯* (£6¦L¨O�4����¤+©��nª¬¤2�u¤2�h©��°���c��¸Ê©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2���ÄÇÀ��±T¡��c���}¤2�ËÇ 0 Á Ù Éo¤2�¿Ø ê�� ³ 0 ë ³0	�QÚ É'³�´��Ä�%�c�×�c�����h¤�¼��°¨·�c�h�0�Ö�h¤2§°¡����}¤2�¥¤cª������¿©��4§��%¸½©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2� Á



K)8"G�5$� / � ��� H¿ILK =M/ ��8$�� 1 �À�:�Ä��8 /O1 �+;�!"��&N�TCÃ� �e / ;�GQP6 "&�R / � / C��'&�G�; /2S !"G��'&��+C 1 ���

687:987�� = Fw�����	��
>� �
� Fw� B ��� Di	 >������
���6�����O�F��±:¡��4§È³¾´o�Ô´g�°§°§w¡��h�Ô�æ��¤2�F�c���}¤2�Æ´g���}�h�Å�}�J�°��©��4�<�4��©��4�:�0¤cªo�����Ô­�¡���®��Ô¯*¡����F�½�h�F���4¨O�·�c��©
¤2��§°¸
´g���4�h�¿���������h�F�c��¸Ê¡��h�¿�h�F���4¨O�'¢����$���4�-Ò��¿�h����¡�§°�h� ÁeÍ �*ªÀ¡��������4��¨O¤2�h�Ä�2�h�h¡�¨O� hn < 1

ªÀ¤2���c§°§
n Á


 �h�°��®u�����e��¤2�F�c���}¤2��¤cª«Ø 0	�cÚ ³Q�����w�'¼��2�4�«µ��c§°¡�� y(tn+1)
�}���c�����h¤�¼��°¨·�c�h��©�¶:¸J�����

s
¢�¤2�h©��4��­�¡���®��'¢�¯*¡����F�

ÇÈ JÉ]£6¦ �F�h���4¨O���2�3é

y(tn+1) = y(tn) +
1

s!hs−1
n

∫

(tn,tn+1)
s
Gs (ū; y(tn); y(t ≤ tn)) du+ hnεn

Ç 0 Á°ê%ë É
´g���4�h�

Gs
�}�)�����0©��-²<�4�h�4�T�����c§��°���4�h�4¨O�4�T�(ª ¡����4���}¤2�6¤cªw�����Ä�h�F���4¨O��³¾�c��©

εn
�}�)������§}¤T�%�c§�����¡����%�c���}¤2�

�4���h¤2� Á7Â ���}�w�°�:�h�4®��F�c§"�}�e�����4�·�c�����h¤�¼��°¨·�c�h��©
¶:¸· )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�)¦n�c��§}¤J�°�T�h�4®��F�c���}¤2�æ�c��©O�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�¤cª������*�h�4�F�c�h©���©Ã�c��®�¡�¨O�4�:�*�2�

yn+1 = yn +
hn

s!N

∑

0≤j<N

G̃s

(

t̄j,n; yn, (yi)i≤n

)

,
Ç 0 Á°ê � É

´g���4�h�
G̃s(t; y; (yi)i≤n) := Gs

(

t; y; z(yi)i≤n
(·)
) ©��4��¤2�h���������7ª ¡����4���}¤2�

Gs
´g�°���Ä�����e�h�4�F�c�h©���©¿µ��c§°¡����

�°�:�h�4���<¤2§��c�h��©½ªÀ�h¤2¨ �����J�<¤2�°�:�h�
(yi)i≤n Á

Ó ¤2�J�����0Ò��h���i¢F³«�F����¤2��©+¢(�c��©6�����°�h©+¢�¤2�h©��4�Ä­�¯* (£6¦Î�h�h���4¨O���¿¤cªnº«»���¤2���c��©Ï¯)¤2¡�©��°�F�c��¸�³������Ô��¤2���h�'¢
���<¤2��©��°��®Öª ¡����4���}¤2���

Gs
�c�h��é

G1 (u; y; z(·)) = f (u, y, z(u − τ(u)))
Ç 0 Á°ê 1 É

G2 (ū; y; z(·)) = f (ū1, y, z(ū1 − τ(ū1))) +
1

β
f (ū2, y, z(ū2 − τ(ū2))) +

+
1

α
f (ū2, y + αhnf (ū1, y, ū1 − τ(ū1)) , z(ū2 − τ(ū2)))

Ç 0 Á°ê 0 É

G3 (ū; y; z(·)) = a1f(ū1, y, z(ū1 − τ(ū1)))+

+

L2∑

l=1

a2,lf (ū2, y + b2,lhnf(ū1, y, z(ū1 − τ(ū1))), z(ū1 − τ(ū1))) +

+

L3∑

l=1

a3,l

(

ū3, y + b
(1)
3,l hnf (ū1, y, z(ū1 − τ(ū1))) +

+b
(2)
3,l hnf (ū2, yn + c3,lhn(ū1, yn), z(ū2 − τ(ū2))) , z(ū1 − τ(ū1))

)

Ç 0 Á°ê Ù É

Â ���Ä��¤2��©��°���}¤2�6¤2� α �c��©
β
�}� 1

α + 1
β = 1

³"�c��©×��������¤2��©��°���}¤2����ªÀ¤2�)�����Ä��¤+�
�·�4�}�4�:�h�(�°�
G3

�%�c�×¶<�
ªÀ¤2¡���©æ�°�ËØ 0	�QÚ Á
687:987 9 �
	�� J � >�� ��������� > 	7	ED
���Ã�����0��¤2�:µ��4��®��4�����Ô���h¤+¤cª�´��Ö´g�°§°§�¡��h�0�����ÄªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®M©��'Ò����°���}¤2���*ªÀ¤2�(�����Ö­u¡���®��0¯*¡����F�æ�4���h¤2�

δn
³

�����
 (£Ï¦��c�����h¤�¼��°¨·�c���}¤2�Ñ�4���h¤2�
dn
³������Ô�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�Ë�4���h¤2�

ηn
�c��©Ï�����O§}¤T�%�c§w����¡����%�c���}¤2�Ñ�4���h¤2�

εn
é
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δn :=
1

s!hs
n

∫

(tn,tn+1)
s

{

G̃s

(

ū; yn, (yi)i≤n

)

− G̃s

(

ū; y(tn), (yi)i≤n

)}

du
Ç 0 Á°ê�� É

dn :=
1

s!N

∑

0≤j<N

G̃s

(

t̄j,n; yn, (yi)i≤n

)

− 1

s!hs
n

∫

(tn,tn+1)s
G̃s

(

ū; yn, (yi)i≤n

)

du
Ç 0 Á°ê3� É

ηn :=
1

s!hs
n

∫

(tn,tn+1)
s

{

G̃s

(

ū; y(tn), (yi)i≤n

)

−Gs (ū; y(tn), y(t ≤ tn))
}

du
Ç 0 Á°ê � É

εn :=
y(tn+1) − y(tn)

hn
− 1

s!hs
n

∫

(tn,tn+1)
s
Gs (ū; y(tn); y(t ≤ tn)) du

Ç 0 Áìë � É

¹T�°�����J�����J�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�Ã©�¤T���g��¤2�)�'¼+��§°�}�4�°��§°¸½©��4�<�4��©M¤2�M�����¿­)¯( (£Ï¦Ì�h�h���4¨O�¿¡��h��©¾³�´��Ä�%�c�M®��°µ��
�0®��4���4�F�c§«¶<¤2¡���©æªÀ¤2�g�����¿�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�¥�4���h¤2�

ηn
é

���������	��

��

�������������
�
Gs �����������! #"$��%�&� ('*)	%��
),+-'*+.�/�
)0�1%1�2�!34 5'*)	687*)	69%1"$�
:4697;:�<*+>=93#)�%1�9?A@B�1%1"C�B�D��E

�F #".�1%�&G ('*)-�F%H7*)�% L2 IKJ %1"-32�
)	%A3#:H�-'*LM7N%���'*)O���/ #">'��P3#)Q�R+- #"8%1">7;%B%1"S3/�
)�%A3F:H�S';LM7;%��T'*)U3F:R:4'*:V���V' � ';:W6$3F: p J
7*)	6X%1"S3G�
)	%A3#:H�-'*LM7N%���'*)U�
���B�D�	�F #"$��%�&Y ('*)�%��1),+-'*+$�Y�
)U%1"S3��!3#)-�P3Y%1">7;% G̃s

� +>L Z[L
L\�
∥
∥
∥G̃s

(
t, y(t); (vi, v

′
i)i≤n

)
− G̃s

(
t, y(t); (wi, w

′
i)i≤n

)
∥
∥
∥ ≤ L̃2 max

i≤n
‖vi − wi‖

Ç 0 Áìë�ê É
� ';: vi, wi ∈ B(y(ti), ρ) J ρ > 0 7*)	6 t ≤ ti + hi

� '*:]7*L
L i ≤ n J %1"S3#)^%1"S3Y�1)�%A3#:A�S'*L_7;%��T'*)`3#:R:4'*: ηn �
�a '*+>)	6$346 aFb
‖ηn‖ ≤ L′

2

s!

(

max
j≤n

‖ej‖ +Khp
n

) Ç 0 Áìë�ë É

@B�1%1"c ('*),�#%H7*)�%1� L′
2 = max(L2, L̃2) 7*)	6 K > 0 d

e 3#=f7*:Rg 0 Á°ê$d�Í �°����¤2¡��7§}¤��h�e¤cª"®��4���4�F�c§°�°�a¸�³�´o�g©�¤*��¤2��������©Ö�h¤(�°���4§°¡�©��n�����nµ��c§°¡����e¤cª"�����n©��4���°µ��c���°µ����
�c�������)���°®��:�n���c��©æ���}©���¤cª7�2�h��¡�¨Ô�����}¤2�ÏÇ 0 Áìë�ê É4³T�h�°�����������4¸
�c�h�(�%�c§}�4¡�§��c�h��©Ê¶:¸O�����(©��4§���¸
©��-²<�4�h�4�T�����c§��±:¡��c���}¤2�
�°�h�h�4§-ª Á�Â ���)º¾�°���h�F���°��Õ4¢���¤2�:���°�:¡��°�a¸M¤cª Gs

�°�·®��4���4�F�c§"©��4¨·�c��©��o�����)º¾�°���h�h���°��Õ4¢���¤2�T���°�:¡��°�a¸æ¤cª
f(t, y(t), y(t−τ(t))) ³+�h¤(�����c�w�����g©��-²¾�4�h�4�����g�°�Ô�����g©��4���°µ2�c���°µ������%�c�Ô¶$�n¶<¤2¡���©���©Ô¶T¸������g©��-²¾�4�h�4�����¤cª������(ªÀ¡����4���}¤2�Mµ��c§°¡����u¡����°��®Ô�����}��º¾�°���h�h���°��Õ4¢���¤2�T���°�:¡��°�a¸ Á
h :4'P' � d � ©�©��°��®U�c��© ��¡�¶����F�2�4���°��® �����6�h�4��¨

Gs(ū, y(tn); z(y(ti))i≤n
(·)) �h¤Ñ�����6�°�T�h�4®��F�c��© ¤cªÖ�����

©��'Ò����°���}¤2�×¤cª
ηn

�c��©æ¡����°��®·�����¿º¾�°���h�F���°��Õ���¤2��©��°���}¤2����¤2�
Gs

�c��©
G̃s

¸+�}�4§}©��g�����J�h����¡�§°�

‖ηn‖ ≤ 1

s!hs
n

(

L̃2 max
i≤n

‖yi − y(ti)‖ hs
n+

+L2

∫

(tn,tn+1)s
max
1≤j≤s

∥
∥
∥z(y(ti))i≤n

(uj − τ(uj)) − y(uj − τ(uj))
∥
∥
∥ du

)

≤

≤ L′
2

s!

(

max
j≤n

‖en‖ +Khp

)

.

iGjlk �	� k>m ����npoRqG�	��r k ��s k �lt k ��uv� jlkcwyxcz|{ q m^k � j �~}��CuA�	�f�Q�Q���P� �l3F% Gs
a 3V�B�D���! #"$��%�&

 ('*)�%��1),+-'*+.�2�1)c��%1���!3( ('*)	6y7*)	69%1"$�
:4697;:�<*+>=93#)�%1�/@B��%1"C�������F F"$�1%�&G ('*)-�F%H7*)�% L2 7*)	69' � a '*+>)	6$346X�K7*:#�1E
7;%��T'*)Q�
)c%1"-3��!3#),�!3/' ��� 7;:W6 b 7*)�6���:47*+.�!3 d �l3F% � +.:F%1"S3#:#=f'*:43�%1"S3 e �|������=f3!%1">'P6 a 3� #">'*�!3#)Q�#+S F"
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%1">7;% � '*:G7;) '*:46$3#: p ≥ 1 %1"S3F:43|3 � ���F% c1(h) = O(1) J c2(h) = O(1) 7*)	6 c3(h) = O(1) @B��%1"
‖εn‖ ≤ c1(hn)hp

n

Ç 0 Áìë � É
‖δn‖ ≤ c2(hn) ‖en‖

Ç 0 Áìë 1 É
‖dn‖ ≤ c3(hn)D∗

N (S) ,
Ç 0 Áìë 0 É

@�"S3#:(3 S = (x1, . . . ,xN ) �
�G%1"S3��S'*�1)�% �!3F%�+.�!346 � '*:Y%1"S3y����� �
)�%A3H<*:W7N%���'*) d �
� %1"S3Y:43!%H7*:W6.346c��7*L\+,3R�
7*:(3c�1)�%A3#:A�S'*L_7;%A346 aFb 7 q E ';:W6$3F:O=93F%1">'P6 J 7*)�6`%1"S3U7��R�R+>=���%���';)-�Q' �Xh :W'#�S'��R��%��T'*) � d�� 7*:(3 � +>L Z[L
L 346 J
%1"S3#)O%1"-3�3#:#:W'*: ‖en+1‖ ' � %1"S3/ 5'*:R:(3R�A�S'*)	6*�1).< e �C������=93F%1">'�6 � '*:V6.3#LM7 b 6;� ��3#:(3#)�%��T7*L 3��F+-7;%��T'*)-�/�
�a '*+>)	6$346 aFb

‖en‖ ≤ ‖e0‖ etn
“

c2+
L2
s!

”

+
e
tn
“

c2+
L2
s!

”

− 1

c2 + L2
s!

{

c3D
∗
N (X) +

L2

s!
MHq + c1H

p

}

,
Ç 0 Áìë Ù É

@�"S3#:(3 H = max0≤i≤n−1 hi 7*)�6 ci = max0≤j≤n−1 ci(hj) = ci(H) d
e 3#=f7*:Rg 0 Áìë,d ��ªn�����·­�¯* (£6¦Î¨O�4����¤T©Æ¡��h��©Å�}����¤2�:µ��4��®��4�T��ª¬¤2��¤2�h©��°���c��¸Å©��-²¾�4�h�4�:�����c§n��±T¡��c���}¤2���%³
�����J�'¼+�}�h�h�4�����¿¤cª

c1(hn)
³
c2(hn)

�c��©
c3(hn)

�}���4����¡��h��©½���°�����J�����}�g�}�n�����¿¨O¤����g�°¨Ô�$¤2���F�c�T�����c���u¤cª
�����¿��¤2�:µ��4��®��4�����0���h¤+¤cª7ªÀ¤2� � ��� Á"Ó ¤2�u�����}�)�h�%�2�h¤2�«³�´o�J´g�°§°§���¤2�)����¸M�c��©½®��°µ��¿�����0�2�h��¡�¨Ô�����}¤2����¤cª������¤2�h�4¨ 0 Áìë �°���o¨O¤2�h�eª ¡���©��c¨O�4�T�F�c§:´o�%¸ Á ������±T¡��c§°�°��¸·Ç 0 Áìë � É<�h�F�c�h���«�����c�«�����e­)¯�¨O�4����¤T©J�}���c�«§}�%�2���¤cª�¤2�h©��4�

p
�c��©
�°����±:¡��c§°�°�a¸6Ç 0 Áìë 0 É��}��¶��2���}�%�c§°§°¸
����¤2���h��±:¡��4�����*¤cª f �c��©·���T¡�� Gs

¶<�4�°��®0¤cª«¶<¤2¡���©���©
µ2�c�����c���}¤2�×�°�M�����¿�h�4���h�Ä¤cª � �c�h©�¸æ�c��©¥¯*�F�c¡��h��³��h¤Ö�����c�)������ )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�Ö¦n�c��§}¤Ô�°�:�h�4®��F�c���}¤2�6�4���h¤2��%�c�½¶$�J���h���°¨·�c�h��©M¶:¸Ê�����*ªÈ�c¨O¤2¡��u¯�¤ ����¨·�Q¢ � §���´ ���Ô�°����±T¡��c§°�°��¸ Á
h :4'P' � ' � %1"-34'*:(3#= � d	��
 ¦o¤2¨Ä¶��°���°��®¥�����Ö¨O�4����¤T©��J¤cªJØ 0	�QÚ �c��©�Ø 0 0QÚ ³¾�����Ô�4���h¤2� en = yn − y(tn)

¤cª
�����J�h�h���4¨O���%�c�½¶$�*´g���°���h�4�6�2�

en+1 = yn+1 − y(tn+1) = {yn − y(tn)}+

+
hn

s!







1

N

∑

0≤j<N

G̃s

(

t̄j,n; yn, (yi)i≤n

)

− 1

hs
n

∫

(tn,tn+1)
s
G̃s

(

ū; yn, (yi)i≤n

)

du






+

+
1

s!hs−1
n

∫

(tn,tn+1)s

{

G̃s

(

ū; yn, (yi)i≤n

)

− G̃s

(

ū; y(tn), (yi)i≤n

)}

du+

+
1

s!hs−1
n

∫

(tn,tn+1)s

{

G̃s

(

ū; y(tn), (yi)i≤n

)

−Gs (ū; y(tn), y(t ≤ tn))
}

du−

− hnεn .

� ��©½�F¤

‖en+1‖ ≤ ‖en+1‖ ��
�� := ‖en‖ + hn ‖dn‖ + hn ‖δn‖ + hn ‖ηn‖ + hn ‖εn‖
≤ ‖en‖ + hnc3(hn)D∗

N (X) + hnc2(hn) ‖en‖ + c1(hn)hp+1
n +

+ hn
L2

s!

{

Mhq
n + max

j≤n
‖en‖

}

≤
(

1 + hn

(

c2 +
L2

s!

))

‖en‖ ��
�� + hn

(

c3D
∗
N (X) +

L2

s!
MHq + c1H

p

)

­����4¡��h���°µ��4§°¸Ô�°���F�4�����°��®������}�o�°����±T¡��c§°�°��¸Ôª¬¤2� ‖e‖ ��
�� �°�:�h¤��°�h�h�4§-ª�³:¡����°��®0�����)�°����±:¡��c§°�°�a¸ 1+hna ≤ ehna

�c��©M�Ö�h�4§}���h��¤2���}�¿�h¡�¨ Ò����c§°§°¸Ê¸+�}�4§}©½�����*�h����¡�§°� Á
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e 3#=f7*:Rg 0 Á � d � ���¿����¤2¡�§}©æ��¤2�h�J�����c�u�°�×�����J���h¤T¤cª7®��°µ��4�M�°�ÆØ 0 0QÚ ³��°�g�}���2�h��¡�¨O��©½�����c�������Ä�c�����h¤�¼��-¢¨·�c���}¤2�·ª¬¤2��¨Ä¡�§��
z(t)

�h¤��������h�4�F�c�h©���©Êµ��c§°¡����o�}����¨O¤+¤2���«³��c��©
�h¤������(�h�4��¤cª���¡����<¤2���o�$¤2�°�T�h��ª¬¤2�o�����
�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�×�%�c�½¤2��§°¸·¶<�*�h���c��®���©½¶<�4��´o���4�½��´�¤O���°¨O�(�h�h�4��� Á ¹T�°�����*�����¿ (£6¦U�°�:�h�4®��F�c���}¤2�¥������©��
�������%�c§}�4¡�§��c���}¤2�Ï¤cª��·§}¤2�(¤cªw�<¤2�°�:�h�)ªÀ�h¤2¨>�·§��c��®��Ä�°�T�h�4��µ2�c§È³«�·���°®����-Ò��%�c�:�¿�c¨O¤2¡��T�¿¤cª��'¼+���F�c�<¤2§��c���}¤2�
´�¤2¡�§}©Ã¶<�Ä�°�Tµ�¤2§°µ���© Á � ¤3´��4µ��4�%³<�����Ô�2�h��¡�¨Ô�����}¤2���*¤cª������0­�¯OÇÈ JÉ]£Ï¦Ð¨O�4����¤+©��*¶:¸6¹T�h�4��®�§}��³¾º«»���¤2�%³
¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸Ö�c��©Ô¯)¤2¡�©��°�F�c��¸�³��c��©Ö�����n¨O�4����¤+©Ö���h���h�4�:�h��©Ô���4�h�g©�¤*��¤2�e�h��±T¡��°�h�n�����oªÀ¡����4���}¤2�

g(t, y(t))�h¤·¶<�0��¨O¤T¤2���Ã�°�
t
�c�T¸×¨O¤2�h��³$¶�¡��J©��4¨·�c��©6¤2��§°¸M¶$¤2¡���©���©������F�(¤cª

g
�c��©Ã�°�h�(©��4���°µ2�c���°µ����*´ Á � Á � Á yªÀ¤2�*�c§°§

t Á�Â ���}�(�}�(�����°§°§�ªÀ¡�§-Ò�§°§}��©¥�-ªw´��Ö�h��¤+¤��h����������¡����<¤2�����<¤2�°�:�h�*©��-²¾�4�h�4�:�(ª¬¤2�(©��-²¾�4�h�4�:�*µ��c§°¡����)¤cª
t
Ç ¶�¡��Ô�c§°´o�%¸+�0�h��¤+¤��h�
�����·�F�c¨O�
��¡����<¤2���Ä�<¤2�°�:�h���°�Ñ�æÒ����°�h�
���4�°®��:¶<¤2����¤+¤T©Ñ¤cª

t
É'³����:¡��Ö��µ�¤2�}©��°��®

¡������������h�F�c��¸æ�'¼+���F�c�<¤2§��c���}¤2� Á
687:987�� �
	�� J � >�� ��������	EDJ
CFw�����	��
>� ;�� ���	� 
 � � @¾� H ���	��
>� 9 B ��
CFw	 H �

Ó ¤2�O�����æÒ��h�h�i¢Ä�h¤Ï�����°�h©+¢�¤2�h©��4�æ­�¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤+©��%³nº«»���¤2�Ê�c��©U¯�¤2¡�©��°�F�c��¸U���h¤%µ���© �����MªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®
§}�4¨Ô¨·�2�u¡���©��4�u�����¿�2�F��¡�¨Ô�����}¤2���u�����c�

ê�Á �����4�h�6�'¼��}��� t > 0, ρ > 0
��¡��F�Ð�����c�

Dm
y f

�}�æ¨O�%�2��¡��F�c¶�§}�ÃªÀ¤2�
0 ≤ m ≤ s

¤2� �����6�h�4�
E := ∪0≤t≤T [t,min(t+ τ, T )] ×B(y(t), ρ)

�c��©¾³�ªÀ¤2�nÒ�¼���©
t
³���¤2�T���°�:¡�¤2¡��(�°�

y
¤2�½�����Ä¤2�$�4�

¶��c§°§
B(y(t), ρ)

ë�Á �c��©Æ�����c�Äª¬¤2���4µ��4��¸ t ∈ [0, T ]
�c��©Ñ�4µ��4��¸

y ∈ B(y(t), ρ)
�����

m
¢È���Ñ©��4���°µ2�c���°µ��

Dm
y f(u, y)�}�0©��'Ò�����©Åª¬¤2�

u ∈ [t,min(t + τ, t)]
�c��©Æ¶<¤2¡���©���©Ë¶:¸ ∥

∥Dm
y f
∥
∥

E

ª¬¤2�
0 ≤ m ≤ s

³7�c��©Æ�°�h�
µ��c�����c���}¤2�M�}�g¶<¤2¡���©���©½¶:¸

VE(Dm
y f)

ª¬¤2�
0 ≤ m ≤ s− 1 Á

� k>m`m�� ����� o	��
$tN���
��� �	n�� �P��� '*:/%1"S3 e �C����� � =f3!%1">'P6 J � � hn ≤ τ 7;)	6 ‖en‖+ hn ‖f‖∞,ε < ρ J
%1"S3#)

‖εn‖ ≤ hn

2
‖f‖∞,ε

∥
∥D1

yf
∥
∥
∞,ε

Ç 0 Áìë � É
‖dn‖ ≤

∥
∥D1

yf
∥
∥
∞,ε

‖en‖
Ç 0 Áìë2� É

‖δn‖ ≤ Vε(f)D∗
N (X)

Ç 0 Áìë � É
� k>m`m�� ����� o	��
.tN�,�
��� �	n�� �P�G�
��� ';:9%1"S3 e �|� �p� � =93F%1"S'P6 %1"S387N6$6*�1%��T'*)	7;L  ('*)	6;�1%��T'*)-� hn ≤ τ

7*)	6 ‖en‖ + (1 + α)hn ‖f‖∞,ε < ρ ">'*L_6 J %1"S3#) @B�1%1" Di =
∥
∥Di

yf
∥
∥
∞,ε J i = 1, 2 J %1"S3 � '*L1LM';@B�
).<

�
)�3��F+-7*L\��%��H3R�/">'*L_6 

‖εn‖ ≤ h2

n

12
‖f‖∞,ε

(

(3α2 + 2) ‖f‖∞,εD2 + 2(D1)
2
)

= c
(2)
1 (f)h2

n

Ç 0 Á �	� É
‖dn‖ ≤ 1

2

(

1 +
1

|α| +
1

|β| + hnD1

)

D1 ‖en‖ = c
(2)
2 (f, hn) ‖en‖

Ç 0 Á � ê É

‖δn‖ ≤ 1

2

(

1 +
1

|α| +
1

|β| + hn

(
D1 + 2Vε(D

1
yf)
)
)

Vε(f)D∗
N (X) =

Ç 0 Á � ë É
= c

(2)
3 (f, hn)D∗

N (X)
Ç 0 Á �	� É

� k>m`m�� �~��� o x ��� }�
1� � ������� ��� � �P�2�
�
hn ≤ τ 7*)	6 ‖en‖ + hnc

∗ ‖f‖E < ρ @B�1%1"
c∗ := 1 + max

(

max
1≤l≤L1

|b2,l| , max
1≤l≤L3

∣
∣
∣b

(1)
3,l

∣
∣
∣+ max

1≤l≤L3

∣
∣
∣b

(2)
3,l

∣
∣
∣ , max

1≤l≤L3

|c3,l|
)
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">'*L_6 � ';:Y%1"S3 e �C�������8=93F%1">'P6 J %1"S3F)^%1"S3#:(393 � �
�#% c1(hn) = O(1) J c2(hn) = O(1) 7;)	6 c3(hn) =

O(1) �R+- #"c%1">7;%
‖εn‖ ≤ c1(hn)h3

n

Ç 0 Á �21 É
‖δn‖ ≤ c2(hn) ‖en‖

Ç 0 Á � 0 É
‖dn‖ ≤ c3(hn)D∗

N (X)
Ç 0 Á ��Ù É

�����F�4�����°��®Ä�������h��§}�4¨Ô¨·�2���°�Ê¤2¡����h����¡�§°��ª �h¤2¨ ������¤2�h�4¨ 0 Áìë ³+¤2����¤2¶��F�c�°���������(��¤2�:µ��4��®��4�����(���h¤T¤cª¬�eª¬¤2������J­�¯* (£6¦ ê ³�­)¯( (£Ï¦ ë �c��©M­)¯( (£Ï¦ � ¨O�4����¤T©��uªÀ¤2�u©��4§��%¸½©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2���%é
qG��������� � � �^����� � � '*:�%1"-3 Z[:5�F%l'*:46$3#: e �C����� � =f3!%1">'P6C7R�N�	L �H346]%H']6.3#LM7 b 6*� ��3#:43F)�%���7;L�3��F+-7;%��T'*)-� J � �
%1"S3v�S7��#%[�K7*L +-3#�Y7*:43G�1)�%A3#:A�S'*L_7;%A346y�1)U79@[7 b %1">7;% %1"S3]7��5�#+.=���%��T'*)-��' ��h :4'R�S'��#�1%��T'*) � d � 7*:(3 � +>L Z�L
L 346 J
7*)	6 H ≤ τ 7���@ 3#L1L 7��

e
‖D1

yf‖
∞,ε

tn ‖e0‖ +
eDtn − 1

D

(
1

2
‖f‖∞,εDH + Vε(f)D∗

N (X)

)

+H ‖f‖∞,ε < ρ

">'*L_6�@B�1%1" D =
∥
∥D1

yf
∥
∥
∞,ε J %1"-3#) %1"S3U=93F%1">'�6����U 5'*),��3#:T<$3#)	% � ';: hn → 0 J D∗

N (X) → 0 7*)	6
‖e0‖ → 0 J 7*)�69%1"S3C3#:#:4'*:G�
� a '*+.)�6$346 a#b

‖en‖ ≤ ‖e0‖ e(D+L2)tn +
e(D+L2)tn − 1

D + L2

(

Vε(f)D∗
N (X) + L2MHq +

1

2
‖f‖∞,εDH

) Ç 0 Á � � É
qG��������� � � � �~����� � '*:|%1"S3C�P34 ('*)�60'*:46$3#: e �C����� � =93F%1">'�6 � '*:f6$3#L_7 b 6*� ��3#:(3#)�%��T7*L 3��F+-7;%��T'*)-� J %1"S3
3#:#:W'*:0+.)�6$3#:0%1"-307*�5�R+>=���%��T'*)-�0' � �l3#=C=f7 � d
	 7*)	6c�	:4'R�S'*�R��%���'*) � d � ��� a '*+.)�6$346 a#b Ç 0 Áìë Ù É @B��%1"
c1 := c

(2)
1 (f) J c2 := max0≤j<n c

(2)
2 (f, hn) 7*)	6 c3 := max0≤j<n c

(2)
3 (f, hn) @B��%1"U%1"-396$3�Z�),��%���'*),�� :4'*= 3��F+-7;%��T'*)-� Ç 0 Á �	� É %H' Ç 0 Á � ë É J 7*)	68%1"$+.�]%1"S3Y=93F%1"S'P68�
�] ('*),�*3#:�<.3#)�% d � %1�C'*:W6.3#:Y�
� min(2, q) J � �

7fL_'*@BEW6*���! F:(3A�S7*)	 b �S';�
)�%[�!3!%��
�V+.�!3(6y@B�1%1" N = O
(
H−min(2,q)

) �S'*�1)�%1� d
qG��������� � � � �����~� � '*:c%1"S3O%1"$�1:W6�'*:46$3#: e �|�������^=93F%1">'�6 � '*:O6$3#L_7 b 6;� ��3#:(3#)�%��T7*L23 �F+S7N%���'*),� J %1"S3
3#:#:W'*:0+.)�6$3#:0%1"-307*�5�R+>=���%��T'*)-�0' � �l3#=C=f7 � d � 7*)	6c�	:4'R�S'*�R��%���'*) � d � ��� a '*+.)�6$346 a#b Ç 0 Áìë Ù É @B��%1"
c
(3)
1 (hn) J c(3)2 (hn) 7*)�6 c(3)3 (hn) 7��06$31Z�)�346��
)
� ����� d�� '�%1"-3c=93F%1"S'P6����O (';),��3#:T<$3#)�%f@B�1%1"�'*:46$3#:

min(3, q) J � � 7XLM'*@BEW6*�
�F F:(3A�S7*)� b �-'*�
)	%B�!3!%[�
�2+.�!3(6y@B�1%1" N = O
(
H−min(3,q)

) �S'*�1)�%1� d
Û���� (Uá�� �0ãÄß#"nß$åháuÞ*" � ��� � �7à<å �)�eÞ)ß#�

Í �Ö��¤%´ �°�Tµ��������°®:�c�h�O�����Ô�'²¾���4�h�¿¤cªn�����Ö¡��h�Ô¤cªo­�¡���®��O¯*¡����F�M (£Ï¦ ¨O�4����¤T©�����¤2¨Ô���c�h��©Ï�h¤½��¤2��¢
µ��4�:���}¤2���c§�­u¡���®��J¯*¡����F�Ö¨O�4����¤+©��)�c�u�����J�'¼��c¨Ô��§}�¿¤cª7�����¿©��4§���¸½©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2�

y′(t) = 3y(t− 1)sin(λt),
ªÀ¤2�

t ≥ 0
Ç 0 Á � � É

y(t) = 1,
ª¬¤2�

t ≤ 0
Ç 0 Á � � É

´g�°���
λ = 2ν �c��© 1 ≤ ν ≤ 16 Á�Â ���0�'¼��2�4�(�h¤2§°¡����}¤2���)ªÀ¤2�(©��-²<�4�h�4�T�)µ��c§°¡����)¤cª ν �}�)�h��¤%´g�Ã�°�MÒ�®�¡��h�0 Á°ê�Á � �o¤2���)�%�c�Ê�h����³T�����)�h¤2§°¡����}¤2���n¤��h�4�°§°§��c�h�)���%��µ+�°§°¸�³��c§°����¤2¡�®��
�����4�°�g�c¨Ô��§°�°��¡�©����n®��4�n��¨·�c§°§}�4�o�2� ν®��h¤%´u� Á � ���g�c§}�h¤*���2�7�h¤(��¤2���}���n����� �T�°� �Ö�c� t = 1

ª¬¤2�7�c§°§��h¤2§°¡����}¤2���3³�´g���}�h�Ô�}�7������Ò��h���e©��}�h��¤2�T���°�:¡��°��¸
¤cª
y′(t)

©�¡��J�h¤Ô�����*�°���°�����c§�ª ¡����4���}¤2�M��¤2�g¶<�4�°��®
�Ö�h¤2§°¡����}¤2�¥¤cª������ ����� Á��� �����Ï�h��±T¡��4§È³u�-ª0��¤2�Ê¨O�4�T���}¤2����©��'¼���§°�}�4�°��§°¸�³*�c§°§J�%�c§}�4¡�§��c���}¤2���½´o�4�h�Ï©�¤2���6´g�°��� �Ë���°¨O�Ã�h�h�4�Ì¤cª
hn = h = 0.001

ªÀ¤2�oµ2�c§°¡�����¡��Ê�h¤
T = 5

³��c��©·�����)���2����µ2�c§°¡����g�c�h�)�°�:�h�4���<¤2§��c�h��©
¶T¸
�*ª¬¤2¡������æ¤2�h©��4�
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� �4��¨Ô�°�h�Ê�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2� ÁÅÂ ¤6��¤2¨Ô���c�h�æ�����
­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤+©��Ö´g�°������¤2�:µ��4�:���}¤2���c§(­u¡���®��Ê¯*¡����F�
¨O�4����¤T©��3³�´���¡��h�g�����)­�¯( (£Ï¦Ñ¨O�4����¤+©������h���F�4�:�h��©O�°�
�����g���h�4µ+�}¤2¡����F���c���h�4�%³��2��´��4§°§<�2���h¤2¨O�g§}¤3´
¤2�h©��4�J­u¡���®��0¯*¡����F�æ£¥�4����¤+©��ÔÇ ����� 1 ¢��h�F�c®��0­�¡���®��0¨O�4����¤T©6¤cª�¤2�h©��4� � �c��©×����� � ¢����F�c®��0¨O�4����¤+©
¤cª � �4¡��½¤cª�¤2�h©��4� � É Á � ©�©��°���}¤2���c§°§°¸�³�´��*��¤2¨Ô��¡��h��©æ�����)�h����¡�§°�h�o´g�°������¡��h�F���4�31s� Ù ¢È���½¤2�h©��4��¨O�4����¤+©�2�J�c�Ã�'¼��c¨Ô��§}�Ö¤cªn�·���°®��6¤2�h©��4�J­�¡���®��0¯*¡����F�Ê�h�F���4¨O� ÁJÂ �����h�Ö�h�h���4¨O���¿�c�h�Ö©��}�h�4¡��F�h��©×�°��Ø �212Ú �c�®��h�%�c��©��4�F�c�°§È³��h¤Ö´o�J´g�°§°§«��¤2���4µ��4�½®��°µ��¿����� �o¡��h�h���4���F�c¶�§}�%�c¡������4�h� Á

2 4 6 8 10
t

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3
yHtL

Λ=29
Λ=28
Λ=27
Λ=26
Λ=25
Λ=24
Λ=23
Λ=22
Λ=21

���������
	���
������������������ �"! #%$'&(��)*#%+,#�-/. V�W X�021 -3#546! #578��9:�%$'&��;!<#�-
λ =

Â ¤O��¤2¨Ô���c�h�¿�����Jµ2�c���}¤2¡��u¨O�4����¤T©��%³�´��¿��¤2¨Ô��¡��h�Ä�����¿��µ��4�F�c®��Ä�4���h¤2�

err =
1

K

K∑

i=1

|y(tim) − yim|

¤cªe�0¨O�4����¤+©½´g���4�h�
K
�c��©

m
�c�h�J�F��¤��h�4�¥��¡��F�½�����c�

tim − t(i−1)m = 0.1
�c��©

tKm = T Á
Í �)�c�h���°�:�h�4�h�����h��©
�°�·�����)��¤2�:µ��4��®��4�����*¤2�h©��4�o¤cª¾�����(­�¯* (£6¦�¨O�4����¤T©��n�c����§°�}��©·�h¤�©��4§���¸O©��-²¾�4�h�4��¢�����c§$��±T¡��c���}¤2��� Á �a�·������¤2�h�4¨ 0 Áìë �c��©
�°�h�n��¤2�h¤2§°§��c���}��� 0 Á Ù ³ 0 Á � �c��© 0 Á�� ³+�����(�4���h¤2��¶<¤2¡���©Ê©��4�$�4��©��n¤2������n©��}�h�4�h�4���c���4¸�¤cª$�������<¤2�°�:�e�h�4�7¡��h��©Äª¬¤2�������n���°¨�¡�§��c���}¤2�«³T�2��´��4§°§��2�7¤2�Ö�����o¨O�4����¤T©Ö�°�h�F�4§-ªi³��c��©Ö¤2�
hn Á ��ª«´��)�F����� N = O(hi

n)
³
i = 1, 2, 3

³��2����¤2�h©��°��®Ö�h¤¿�����(��¤2�h¤2§°§��c���}���n´��)´�¤2¡�§}©æ�'¼+�<���4�o��©��-²¾�4�h�4�:�
��¤2�:µ��4��®��4�����*¤2�h©��4�wª¬¤2�������)­�¯* (£6¦?>�³+­�¯* (£6¦ ë �c��©·­)¯( (£Ï¦ � ¨O�4����¤+© ÁeÓ ¤2� λ = 25 ³T��¤%´o�4µ��4�%³
´��Ê©�¤×��¤2�Ö¤2¶��h�4��µ��æ�c�:¸Æ©��-²¾�4�h�4�����Ê´g�°���Ë�����}�Ö���<���4�-Ò�� �����u³����4�°�����4��ªÀ¤2�Ö©��-²<�4�h�4�T�Ô¤2�h©��4�h�0¤cª

N
³
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¡��h�¿ª¬¤2�
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�����4�×������­u¡���®��¿¯*¡����F�Ê�c��©M�����Ä����¡����%�c���}¤2�Ã�4���h¤2�(¤2¡���´��4�°®��6�����Ö )¡��2���-¢�£¥¤2�T�h�Ö¦n�c��§}¤Ê�4���h¤2� Á � ����%�c�¥�c§}�h¤Ö��¤2���}���J�����c��´g�°���M§}¤%´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸¥�h��±:¡��4�������u§°� ����¹+¤2¶$¤2§ 1s�)�h��±T¡��4������³�´g���}�h�M´o�¿¡��h��©Êª¬¤2�
�c§°§�¤2¡��*�%�c§}�4¡�§��c���}¤2���%³<�����0�4¡���µ��Ä�}�(¨�¡��h�Ï��¨O¤+¤2�����4�)�����c�Ã´g�°���6���h�4¡�©�¤c¢È�F�c��©�¤2¨ �:¡�¨Ä¶<�4�h�¿�2�(¡��h��©
�°�Ï£¥¤2�T�h�
¦n�c��§}¤æ¨O�4����¤T©�� Á�Â ���}�J�}�*���h���h¡�¨·�c¶�§°¸Ã�%�c¡��h��©6¶T¸×�����Ö®�¤+¤T©6©��}�������°¶�¡����}¤2�Æ���h¤2�$�4�����}���¿¤cª�������h�J�h��±T¡��4�������%³��c��©½�%�c�M�°¨Ô���h¤3µ��¿�����¿�4���h¤2�)��¤2�����}©��4�F�c¶�§°¸æ¶$�4§}¤3´������¿£Ã¤2�:�h��¦n�c��§}¤O�4���h¤2� Á
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f
³«�c��©
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¤2�Ä�%�c§}�4¡�§��c���}¤2���0´g�°���Ë�½¨�¡��h����¨·�c§°§}�4�

hn ÁÊÂ ���Ô�h����¡�§°�h��¤cª�¹T�h�4��®�§}��³7º«»���¤2�Ö�c��©Æ¯)¤2¡�©��°�F�c��¸Æ����¤3´�����c�*�����4�°�¿­�¯OÇÈ JÉ]£Ï¦�¨O�4����¤+©��J¤2��§°¸×®:�c�°�Æ�2©�µ��c�:�F�c®��0ª¬¤2�J©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2���*´g���4�h�
f
µ��c���}���

���°®����-Ò��%�c�:��§°¸ÊªÈ�2���h�4�g�°�
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λ
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	 ��
�� ����#54 4�����)��($���95�54��5) + �
	�	 � � λ ≥ 210 	 �
�
������� 7 � � � # �:!�#%&(�����34 -3#%4;7 � #5+�95� +�� )*#5+��%$ �() �
�
#54��2�34 � &(+ �2� � &(� � ��!3� � � 78�;! =

�����������! "#� 
�$ � "#%'&'(*),+ "-%,&'(*)/. "#%'&'(*)10 "-%,&'(*)/0
λ N = 1000 N = 1000 N = 1000 N = 10

21 −10.6663 −10.4277 −8.31395 −8.31394 −8.31389 −1.57259

22 −8.20716 −8.04143 −4.83919 −4.83909 −4.83908 −1.0597

23 −10.7767 −10.5397 −7.97728 −7.97651 −7.97628 −2.42371

24 −7.84711 −7.62639 −4.69098 −4.69087 −4.69086 −3.41549

25 −8.11869 −7.89766 −5.05594 −5.05595 −5.05624 −4.13132

26 −9.35768 −9.14174 −7.10261 −7.10411 −7.10611 −5.23092

27 −8.40319 −8.17748 −4.9544 −4.95436 −4.95707 −4.95889

28 −12.303 −11.9188 −5.54122 −5.55782 −5.55972 −5.92666

29 −7.95694 −7.73868 −8.4076 −8.37118 −8.40286 −8.30661

210 −8.0165 −7.80652 −8.75515 −8.66781 −9.17772 −5.1714

211 −8.24265 −8.05737 −9.69635 −9.12556 −9.17449 −6.22673

212 −9.09544 −8.88462 −10.0774 −10.1313 −9.89475 −3.20923

213 −10.3594 −9.72112 −10.2139 −10.2555 −10.2228 −9.58793

214 −10.7523 −10.4912 −10.8732 −11.0333 −11.1829 −5.65672

215 −9.96253 −8.92665 −12.6424 −12.5296 −11.396 −4.90893

216 −10.956 −8.4328 −9.28126 −10.7504 −11.8211 −3.4884

217 −8.85172 −9.77356 −9.94702 −10.4492 −9.48664 −5.50948

218 −8.80146 −8.58722 −11.3812 −10.3786 −10.1079 −6.2911

2,3�465 	 ��
���� � 4;4 #54"-3#%4<) +��34 � �5! ) + �*� �%4 �578�3� � 4 9:�%$'&��3!
λ � hn = 0.001

-3#%487�&(� � � � 4 �,� &(+�� ���%+ �:9<� &(+ � �%+ �
hn = 0.01

-3#54 �
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ªÀ¤2�������Å´g�°���
¤2���g�h�4�F�c�h©���©
�c��®�¡�¨O�4�T���h¤¿©��4§��%¸O©��-²<�4�h�4�T�����c§"��±T¡��c���}¤2���w´g�°���
�c�
�c��¶��°���F�c��¸Ö�T¡�¨Ä¶<�4�
¤cª«��¡��h�·©��4§��%¸���©Ê�c��®�¡�¨O�4�T�h� ÁwÂ �����h���������}�4���}¤2�·�h¤0�(Ò����°�h�u�T¡�¨Ä¶<�4�o�'¼��}���h��¤2��§°¸0ª¬¤2�w���F�2�4���}�%�c§$�h�%�2�h¤2���Ç �h¤O�4����¡��h�0�c�M�°¨Ô��§}�4¨O�4�:�F�c���}¤2�Å¤2�¥�·��¤2¨Ô��¡��h�4���}���$¤��h�h�°¶�§}�3É Á�Â ������¤2�:µ��4��®��4�����0���h¤T¤cªe´g�°§°§�¡��h�Ä�c��c��¶��°���F�c��¸��w¤2§°�h�4���F�)ªÀ¡����4���}¤2���c§���±:¡��c���}¤2�«³�¤2��§°¸�´g�°���Ô���4���F�c�°�Ö��¤2��©��°���}¤2���w�h¤(�4���h¡��h�������o��¤2�:µ��4��®��4����� Á
Ó �°���c§°§°¸�³��c�M�'¼+�h�4���h�°µ��J�:¡�¨O�4���}�%�c§��°�:µ��������°®:�c���}¤2�Ã�}�u�%�c�����}��©M¤2¡�� Á
Â ���Ö�h����¡�§°�h�J���h���h�4�T�h��©Ï�°�Ï�����}�¿�F���c���h�4���c�h�O��çi¤2�°�T�¿´�¤2� �Ã´g�°���Å­ Á¾Â �}�F�:¸Å�c��©6´��4�h�O��¡�¶�§°�}������©Ï�°�Ø 1 � Ú �c��©ÅØ 1 � Ú Á
� �FÜ Ý+Þ)ß�à<áJâ�ã0ä�ß"åháuÞ

Í ���4�M©��%�c§°�°��®
´g�°���M�h�%�c§-¢È´�¤2��§}©×���h¤2¶�§}�4¨O�%³������¿�F���c��®��Ä¤cªw�0���h¤T�����F�
y(t)

�c��©æ���:¡��������¿©��4���°µ2�c���°µ��
y′(t)

�°�Ë�°�h�0¨·�c�����4¨·�c���}�%�c§g�h�4���h���h�4�T�F�c���}¤2� ¤cª �h�4����¤2�Ö¤2��§°¸Æ©��4�<�4��©Ñ¤2�Ñ�����
µ2�c§°¡��Ê¤cª������
���h¤T�����h�
�c�)���h���F�4�:�%³¾¶�¡��¿�c§}�h¤Ê¤2�6���������2�h�)µ��c§°¡���� ÁJÂ ���Ö©��-²<�4�h�4�T�����c§w��±:¡��c���}¤2���J©����F�4���°¶��°��®æ�h¡��h�6���h¤T�����F�h����c�h�*¡���¡��c§°§°¸½�%�c§°§}��©M©��4§���¸½¤2�u�h�4�F�c�h©���©×©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�«³����°�����*�����4¸M�c§}�h¤Ö�°�Tµ�¤2§°µ��¿�h�4��¨O��¤cª7�����
ªÀ¤2��¨

y(t− τ(t))
³"´g���4�h�

τ(t)
�}�*�ÖªÀ¡����4���}¤2�×´g�°���Ã�$¤����°���°µ��¿ª ¡����4���}¤2�Ãµ��c§°¡����%³����������°¨Ô��§}�����(¶$�4�°��®æ�

��¤2�����F�c�:���h�4�F�c�h©��c���}¤2�
y(t−τ) ´g�°��� τ > 0 Á ���Ô���������h�4µT�}¤2¡����h���c���h�4��´��u§}¤+¤ ����©·�c���¿�4§��2�h��¤cª¾©��4§���¸©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2���u´g�°���M¤2���J�h�4�F�c�h©���©Ã�c��®�¡�¨O�4�:�(¤cª������*ª¬¤2��¨

y′(t) = f (t, y(t), y(t− τ(t))) ,
ªÀ¤2�

t ≥ t0,
Ç Ù Á >3É

´g���4�h�Ö�����Ö�h¤2§°¡����}¤2�
y(t)

�}�¿�
d
¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§w�h�%�c§-¢Èµ��c§°¡���©Ãª ¡����4���}¤2�«³

τ(t)
�}�*�����Ô��¤2�:���°�:¡�¤2¡���©��4§���¸

ª ¡����4���}¤2�«³�´g���}�F�M´o�2�)�2�h��¡�¨O��©æ�h¤Ö¶<�)¶<¤2¡���©���©ÊªÀ�h¤2¨ ¶$�4§}¤3´Ð¶:¸
τ0 > 0

É ÁeÓ ¡��������4��¨O¤2�h��³ φ(t)
�}�g�����

Ù �
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�°���°�����c§wªÀ¡����4���}¤2�«³�´g���}�F�Ë�}�¿���}�����4´g�}�h�·��¤2�T���°�:¡�¤2¡��O�c�¿§}�%�2����¤2�Å�����O�°�T�h�4��µ2�c§
(inft0≤t(t− τ(t)), t0) Á

Â ���M�c���c§°¸+�h�}�Ô�����4�h�½´o�2�·�h���������}�4�h��©��h¤6�����½�%�2�h�M´g���4� τ(t) ªÀ¡�§-Ò�§°§}�Ô�����M��¤2��©��°���}¤2� t1 − τ(t1) ≤
t2 − τ(t2)

ªÀ¤2�
t1 ≤ t2 Á

� ��� ������ä�à$å��Äß"åFáuÞ á��×ß
	����0à$á�
������

���6�����}�¿�F���c���h�4�Ä´o�Ö´g�°§°§���¤2�����}©��4�� )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�æ¦n�c��§}¤M­u¡���®��Ô¯*¡����F�Ê¨O�4����¤+©��Jª¬¤2�¿�Ê®��4���4�F�c§°�°Õ3�Q¢
���}¤2�Ë¤cªu�����
©��4§���¸Æ©��-²¾�4�h�4�:�����c§n��±:¡��c���}¤2�ÐÇ Ù Á >3É¿�h¤¥�c�Ñ�c��¶��°���F�c��¸ Ç ¶�¡��ÄÒ����°�h�3ÉJ�:¡�¨Ä¶<�4�Ô¤cªu�h�4�F�c�h©���©
�c��®�¡�¨O�4�:�h�%é

y′(t) = f (t, y(t), y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τk(t))) ,
ª¬¤2�

t ≥ t0
³
k ≥ 1,

y(t) = φ(t),
ª¬¤2�

t ≤ t0 ,

Ç Ù Áìë É

´g���4�h�������)�h¤2§°¡����}¤2�
y(t)

�}�n�
d
¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§<�h�%�c§-¢Èµ��c§°¡���©
ª ¡����4���}¤2�«³

τ1(t), . . . , τk(t)
�c�h�)��¤2�T���°�:¡�¤2¡��

©��4§���¸ÊªÀ¡����4���}¤2���%³�´g���}�h�×´��Ä�2�h�h¡�¨O�J�h¤Ö¶$�*¶<¤2¡���©���©æªÀ�h¤2¨ ¶<�4§}¤%´�¶T¸
τ0 > 0 ÁwÓ ¡��������4��¨O¤2�h��³ φ(t)

�}�
�����*�°���°�����c§«ªÀ¡����4���}¤2�«³�´g���}�h�¥�����c§°§«¶<�J��¤2�:���°�:¡�¤2¡��*�c�u§}�%�2���u¤2�×�����J�°�:�h�4��µ��c§

[inft0≤t (t− τ(t)), t0] Áº¾� ���6�°� Ø 1:ÙcÚ ³)´��Ï´g�°§°§¿�F��±:¡��4�T�����c§°§°¸Ì�%�c§}�4¡�§��c�h�Å�����Å�c�����h¤�¼��°¨·�c�h��©ÐªÀ¡����4���}¤2��µ2�c§°¡����
yn

�c�½���°¨O���
tn = t0+

∑n
j=0 hj

ª¬¤2�����°¨O�o���h�4���
hn Á�Â ¤)¤2¶��F�c�°�Ö������µ2�c§°¡����7¤cª��������h�4�F�c�h©���©Ö�c��®�¡�¨O�4�T�h� y(t−τj(t))ª �h¤2¨ �����J�h��±T¡��4�����

(yn)
´��*´g�°§°§¾¡��F� � �4��¨Ô�°�h�*�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�«³�¶<���%�c¡��h�*�����(�:¡�¨O�4���}�%�c§�µ2�c§°¡��*¤cª7�����©��4���°µ2�c���°µ��

y′(tj)
�c�J���°¨O�

tj
�}� �+��¤%´g�ÏªÀ�h¤2¨ �����Ô©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2� ÁÔÂ ���Ô¨·�c�°�Ë�2©�µ��c�:�F�c®��O¤cª

� �4��¨Ô�°�h�u�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�Ê¤3µ��4���°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�·¨O�4����¤+©��w¡��h�°��®gç]¡��h�e�����nª ¡����4���}¤2�
µ2�c§°¡����w�}�w�����c�w�°��¤2��§°¸������©��g���c§-ªe�����*�$¤2�°�T�h�u�h¤Ô¤2¶��F�c�°�6�0®��°µ��4�M�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�Ã¤2�h©��4� Á
Ó ¤2� f ��¤2�:���°�T¡�¤2¡��J�°� t �c��©Ãº¾�°���h�F���°��ÕÖ�°�¥�����0¤2�����4�)µ��c�����c¶�§}���%³4�(���°µ��4�0Ø ë �2Ú ®:��µ��Ô�·§}¤T�%�c§7�'¼��}���h�4������c��© ¡����}±T¡��4�����h�
������¤2�h�4¨ ª¬¤2�Ê�Åµ��4��¸�®��4���4�F�c§ �w¤2§°�h�4���F�Åª ¡����4���}¤2���c§*©��4§���¸ ©��-²¾�4�h�4�:�����c§J��±T¡��c���}¤2�«³
´g���}�h�×��¤2�T�F�c�°���0Ç Ù Áìë Éu�2���Ö���<���4���c§��%�2�h� Á �a�½�����}�u�%�2�h��³������J�'¼��}���h�4�����J������¤2�h�4¨ �h�%�2©��%é
� k>m`m�� �~��� o �1�~t � � k�� 
1�!� k �lt k � �l} ����
�� � k � k ���
� �Q��

r k � �_n � � �P� � 3F% f a 3|?A� I  5'*)�%��1),+S';+$�2�
) t
7*)	6Q?A�
� I L_'P (7*L1L b �������F #".�1%�&2�1)O%1"S3�';%1"S3#:�7*:T<*+>=f3F)�%1� y(t) 7;)	6 y(t− τk(t)) J 7;)	6|%1"S32�1),��%���7;L � +.)	 P%���'*)
φ(t)  ('*)	%��
),+-'*+.�9'*) [α, t0] J @�"S3#:(3 α = inf t≥t0

1≤j≤k
(t− τj(t)) d�� "S3#) � '*:]�R+	�  F�H3#)�%�L b �R=f7*L1L h > 0

%1"S3#:(3C3 � �
�#%1�Y79+.),� �F+,3G�F'*L +S%���'*) y(t; t0, φ) %H'9%1"-3Y6;� ��3#:(3#)�%��T7*L�3 �F+S7N%���'*) Ç Ù Áìë ÉB� '*: α ≤ t < t0 + h d
e 3#=f7*:Rg Ù Á > d � ���J����¤2¡�§}©M��¤2���}���*�����c�g´g���°§}�J�����J­�¯* (£6¦L¨O�4����¤+©��g¨Ô�°®��:�)�����°§°§<¶$�¿�c����§°�}�%�c¶�§}��³��-ª
f
�}�)��¤2�(��¤2�T���°�:¡�¤2¡��¿¶�¡��*¤2��§°¸M¶<¤2¡���©���©Ã�c��©Ã¨O�%�2��¡��F�c¶�§}�0�°�

t
³"�����}�(������¤2�h�4¨ �%�c����¤2�(¶<�Ö�c����§°�}��© Á

� ¤3´��4µ��4�%³:¡���©��4�w�:¸+�$¤2�������F���w���°¨Ô�°§��c�e�h¤*�����u¤2������¹T�h�4��®�§}���2�F��¡�¨O���e�°�MØ Ù�Ù ³ � ¸T�<¤2���������}� ë�Á > Ú ³ � �}�%�c�h©�°�h�4�F�c���}¤2�Ñ�%�c�Ñ¶<�
�c����§°�}��©Ñ�h¤¥�2�h�h¡��h�·§}¤+�%�c§��'¼��}���h�4�����æ�c��©Æ¡����}±T¡��4�����h���-ª
f
�}��¤2��§°¸Ï¶<¤2¡���©���©��c��©

¨O�%�2��¡��F�c¶�§}�J�°�
t Á�Èª

f
�}�¿��¤2�¿®�§}¤2¶��c§°§°¸Å��¤2�T���°�:¡�¤2¡��%³���¤%´o�4µ��4�%³ � �4��¨Ô�°�h�·�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2���c��©Ï���T¡��Ä­)¯( (£Ï¦�¨O�4����¤+©��

ªÀ¤2� ����� �%�c�Æ¤2��§°¸6¶$�·�c����§°�}��©¾³��-ªg�����O�h¤2§°¡����}¤2�
y
�}���c�Ä§}�%�2���¿���}�����4´g�}�h�
��¤2�:���°�:¡�¤2¡��Ö¤2�Å�°�T�h�4��µ2�c§}�

´g���}�h�½��¤2�:�F�c�°�
p/2

¤2��¨O¤2�h�(��¡����<¤2�����<¤2�°�:�h�
tj , . . . , tj+p/2

�h¤������c�o�������°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�M�4���h¤2�n�%�c�
¶<�
¶$¤2¡���©���©M¡����°��®Ô�����J�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�¥¤2�h©��4� Á
� ¤3´��4µ��4�%³w�4µ��4����¨O¤+¤2���������h�0¤cª f �c��©

φ
©�¤+������¤2��®�¡��c�F�c�T�h���½��¨O¤T¤2���������F��¤cªu�����Ê�h¤2§°¡����}¤2�

y(t)
³

¶$���%�c¡��F�Ï���°¨Ô�°§��c�½�h¤ ©��4§���¸Ì©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2���M´g�°����¤2���Å�h�4�F�c�h©���© �c��®�¡�¨O�4�:��ÇÀ�h����Ø 0 0QÚ ÉÊ�����
�h¤2§°¡����}¤2���°��®��4���4�F�c§u´g�°§°§g���%µ��M©��}�h��¤2�:���°�T¡�¤2¡��OÒ��h�h�O©��4���°µ2�c���°µ����Ê�c�Ô���°¨O���

t
(1)
j

´g���}�F�L�c�h�½©��'Ò�����©
�2�O�����¥�h¤2§°¡����}¤2���
¤cªJ�����¥��±:¡��c���}¤2���

t
(1)
j − τj(t

(1)
j ) = 0

ª¬¤2�
1 ≤ j ≤ k

³g©��}�h��¤2�T���°�:¡�¤2¡��æ�h����¤2��©
©��4���°µ2�c���°µ����)�c�g���°¨O���

t
(2)
j,l

´g�°���
t
(2)
j,l − τl(t

(2)
j,l ) = t

(1)
j

ªÀ¤2�
1 ≤ j, l ≤ k

³"�c��©½�h¤Ö¤2� Á � �½�����*�°�:�h�4��µ��c§}�¶$�4�a´����4�O�����4¨M³+�*�%�c§}�4¡�§��c���}¤2�
¤cª<�����g�'¼��2�4���h¤2§°¡����}¤2�Ô�}�e�<¤��h���°¶�§}�n�°�Ô������¤2��¸Ö¶:¸0�°���h�4�����°��®¿�����u�c§°�h�%�2©�¸
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�%�c§}�4¡�§��c�h��©
�F¤2§°¡����}¤2�OªÀ�h¤2¨ �����u���h�4µ+�}¤2¡����°�:�h�4��µ��c§}���h¤Ä®��4�����}©O¤cª«�������h�4�F�c�h©���©
�c��®�¡�¨O�4�:�h� ÁwÂ �:¡��o������%�c§}�4¡�§��c���}¤2�¥¤cªw�c�×�'¼��2�4���h¤2§°¡����}¤2�M¨O�%�c���)�h��±:¡��4�T�����c§°§°¸½�h¤2§°µT�°��®
¤2�h©��°���c��¸æ©��-²¾�4�h�4�:�����c§7��±T¡��c���}¤2����¤2�
�%�2�h�×¤cª7�����J�°�T�h�4��µ2�c§}�%³�´g���}�h�¥±T¡��}� �+§°¸Ê¶$����¤2¨O���(�c�×�c���c§°¸T���}�%�c§°§°¸æ�°�:���F�2�4�F�c¶�§}�����h¤2¶�§}�4¨ Á
� �4�h��³+��¤3´��4µ��4�%³�´o�(´g�°§°§¾��¤2�o¶<�*��¤2�����4������©æ´g�°���M�'¼��2�4�g�h¤2§°¡����}¤2���3³T¶�¡��g´g�°���æ�°�h�n�T¡�¨O�4���}�%�c§��c�����h¤�¼+¢�°¨·�c���}¤2��¶:¸Ñ¨O�%�c���O¤cªÖÇÀ±T¡��2���-¢]Éa�F�c��©�¤2¨Ô�°Õ%��© ­�¡���®��½¯*¡����F�Ã¨O�4����¤T©�� ÁÆÍ �æ´g�°§°§nÒ��h���Ö���h���h�4�T�·¤2¡��­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+©¾³�´g���}�F�Æ��¤2¨Ä¶��°�����������O­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤T©��¿¶:¸Æ¹T�h�4��®�§}��³�º«»���¤2�%³�¯�¤2¡�©��°�F�c�a¸Æ�c��©
¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸Ë´g�°��������� � �4��¨Ô�°�h�Ê�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2� ¨O�4����¤T©Ñª¬¤2�Ô©��4§���¸Ñ©��-²<�4�h�4�T�����c§���±:¡��c���}¤2��� ÁÅÍ �Ê´g�°§°§®��°µ��½�×����¤2���Ô��¤2�Tµ��4��®��4�����½���h¤T¤cª�ªÀ¤2�Ô�c��¶��°���F�c��¸Ñ­)¯( (£Ï¦ �h�h���4¨O���O�c����§°�}��©Ñ�h¤6©��4§���¸Ñ©��-²<�4�h�4�T�����c§
��±:¡��c���}¤2���g¤cª�¨Ä¡�§°���°��§}�*�h�4�F�c�h©���©M�c��®�¡�¨O�4�:�h�u¡���©��4�n���4���F�c�°�½�h���F�����}�%�c§«��¤2��©��°���}¤2���u¤2�æ�����*©��4§���¸
©��-ª ¢
ªÀ�4�h�4�T�����c§g��±:¡��c���}¤2�«³������·�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�L�c��©Ñ�����æ���<���4�-Ò��
­)¯( (£Ï¦ �h�h���4¨O�Ê�F�����4��ªÀ�h¤2¨ ¤2�h©��°���c��¸
©��-²<�4�h�4�T�����c§e��±:¡��c���}¤2��� Á � ��¤2�:µ��4��®��4�����Ö���h¤+¤cªeªÀ¤2�(©��4§���¸×©��-²¾�4�h�4�:�����c§e��±T¡��c���}¤2���(´g�°���Ã¤2��§°¸×¤2�����h�'¢
�F�c�h©���©Æ�c��®�¡�¨O�4�:��´o�2�Ä�c§°�h�%�2©�¸6®��°µ��4�Å¶T¸¥�����
�c¡�����¤2�h�J�°�UØ 1:ÙQÚ ÁÔÂ ���Ô¶��°®�®������J���c����¤cªo�����Ô�F���c���h�4�´g�°§°§7¶$�0©���©��}�%�c�h��©6�h¤Ê�c�Ï�'¼��h�4�����°µ��0�:¡�¨O�4���}�%�c§e�°�Tµ��������°®:�c���}¤2�Æ¤cª������0­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+©��(ªÀ¤2�*©��4§���¸
©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2��� Á

� ��� � 	�� �K $'& ( �)��ß
	�áJâ ��ágà â0å.- �7à4�eÞ)ß"å�" � ��0*ã�"gß"åháuÞ*����åiß#	 � ã*���
ß"å.����� à
��ß
"gà$â*�eâ "uà
�uã��)�eÞ)ß#�

Ó ¤2§°§}¤%´g�°��®Ï�����
���c����¤cª*¹T�h�4��®�§}�6Ø Ù�ÙQÚ �2�0´��4§°§g�2�Öº«»���¤2�%³�¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸��c��©Ë¯)¤2¡�©��°�F�c��¸ÐÇiØ 0 ë ³ > � ³ 0	�cÚ ³´��(´g�°§°§<��¤%´Ð©���©�¡����Ä )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�Ä¦n�c��§}¤Ö�h�F���4¨O���oªÀ¤2�g©��4§���¸Ê©��-²<�4�h�4�T�����c§«��±:¡��c���}¤2���n´g�°���æ¨�¡�§°���°��§}�
�h�4�F�c�h©���©M�c��®�¡�¨O�4�:�h� Á�Â �����h�*�h�h���4¨O���)�c�h�¿���T�°�æ�h¤0�����(ª¬�c¨Ô�°§°¸Ê¤cª�­u¡���®��'¢�¯*¡����F�O�h�h���4¨O�����c��©Ê���T¡�������4¸æ�c�h�Ä¤cª �h�4�M�%�c§°§}��©M­�¡���®��¿¯*¡����F�MÇÈ )¡��2���-¢�Éo£¥¤2�T�h��¦n�c��§}¤O�h�F���4¨O����ÇÀ­�¯* (£6¦Ì�°�×����¤2����É Á���ÅØ 0	�2Ú º«»���¤2�(�c��©M¯)¤2¡�©��°�F�c��¸M���h�%�c�h��©×�����¿�%�2�h�J¤cªw¤2�h©��°���c��¸½©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2���)�c��©×©��4���°µ���©¥�
±:¡��2�h�-¢È�F�c��©�¤2¨Ô�°Õ%��©×­u¡���®��J¯*¡����F�O�h�h���4¨O� Á ��ª�´o�Ä�2�h��¡�¨O�*�����c��´��Ä�c§°�h�%�2©�¸ �+��¤%´Ð�����¿�'¼��2�4�u¤2�)�c��¢
���h¤�¼��°¨·�c�h��©Ô�h¤2§°¡����}¤2�

ŷ
�h¤(�����n��±:¡��c���}¤2�Ö¡��Ö�h¤(���°¨O�

t
ÇÀ¤2�e�c�7§}�%�2���7¡��Ö�h¤

max1≤i≤k(t−τk(t))
É'³2�����}�

�h¤2§°¡����}¤2�
�%�c�
¶$���°���h�4���h��©O�°�T�h¤Ä���������°®��:�o���c��©
�h�}©��u¤cª���±:¡��c���}¤2�6Ç Ù Áìë É4³��c��©O��������±T¡��c���}¤2�
�h�°¨Ô��§°�-Ò�����h¤��c�æ¤2�h©��°���c��¸·©��-²¾�4�h�4�:�����c§«��±T¡��c���}¤2�æ�c�o���°¨O�
t
´g�°���

g(t, y(t)) := f(t, y(t), y(t− τ1(t)), . . . , y(t−
τk(t)) ÁoÂ ���¿µ��c§°¡��¿¤cª7�����Ä�h¤2§°¡����}¤2�Ã�c�u�����}�u���°¨O���%�c�M��¤%´ ���°¨Ô��§°¸æ¶$�¿�%�c§}�4¡�§��c�h��©×¶:¸½��¡��F�Ã�Ô­�¡���®��
¯*¡����F�· (£Ï¦Ì�h�h���4¨O� Á�Ó ¤2�u�����}���h�%�2�h¤2�«³��°�M�����*ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®
���c�F�c®��F�c������´o�J´g�°§°§«�h�4�<�%�c��¯�¤2¡�©��°�F�c�a¸��s��c��®�¡�¨O�4�:�h�Ä´g���}�h�Ï§}�%�2©6�h¤½­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+©��*ª¬¤2�*¤2�h©��°���c��¸6©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2��� Á0Â ���h¤2¡�®���¤2¡�������g´g��¤2§}�*�c��®�¡�¨O�4�:�F�c���}¤2�«³��������'¼��}���h�4�������c��©·¡����}±:¡��4�����F��¤cª¾�������F¤2§°¡����}¤2�

y(t)
´g�°���

y′ ∈ L1(0, T )������©��n�h¤Ö¶$�J�2�h�h¡�¨O��©¾³�´g���}�h�M�°�½¤2¡��u�%�2�h�*�}�n®�¡��c�F�c�T�h����©½¶:¸Ê�����*������¤2�h�4¨ �c��©æ�����*�h�4¨·�c� �+�g¤cª7�����
���h�4µT�}¤2¡����h���4���}¤2� Á¹T�F�c�����°��®�ª �h¤2¨ �����6©��-²<�4�h�4�T�����c§Ä��±T¡��c���}¤2�

y′(t) = g(t, y(t), y(t − τ1(t)), . . . )
¤2�
�°�h�½��±T¡��°µ2�c§}�4�T�

�°�:�h�4®��F�c§��h�4���h���h�4�:�F�c���}¤2�

y(t0 + h) = y(t0) +

∫ t0+h

t0

g(u, y(u), y(t − τ1(t)), . . . )du

�����(�h�4�F�c�h©���©
µ��c§°¡����
y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τn(t))

�c�h�J�c�����h¤%¼+�°¨·�c�h��©æ¶T¸
¤2�h©��°���c��¸ � �4��¨Ô�°�h�*�°�:�h�4�i¢�$¤2§��c���}¤2�ÃªÀ�h¤2¨ �����Ö�c§°�h�%�2©�¸Ã�%�c§}�4¡�§��c�h��©6µ2�c§°¡����¿�c�*�����Ö©��}�h�4�h�4�h�0���°¨O���
tn ≤ t ÁJÂ ���}�*�}�*©�¤2���Ö¡����°��®�c�½�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�×ªÀ¡����4���}¤2�

z̃(t) = z(yi)i≤n
(t) =







φ(t),
�-ª
t ≤ t0

Pq (t; (yi) , (y
′
i))

¤2�����4��´g�}�F� Ç Ù Á � É
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´g���}�h�Ö¡��h���������o�°���°�����c§+ª ¡����4���}¤2�
φ(t)

ªÀ¤2�e�c§°§�µ2�c§°¡����������}¤2�7�h¤(�����n���F�c�����°��®*µ2�c§°¡�� Á�Ó ¤2�7§��c�h�4�7���°¨O���7�����ª ¡����4���}¤2�
z(t)

�}����¤2���h����¡��4�h��©
���}�����4´g�}�F��¶T¸ � �4��¨Ô�°�h�'¢È�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�M´g���4�h�*�c�����h¤2�������c�h�(®����}©·�<¤2�°�:�h�
tn
�c�h�Ö¡��h��©Å�2�¿��¡����<¤2���J�$¤2�°�T�h�Ä�c��©6�����Öµ��c§°¡��Ô¤cª

y′(tn)
�}�Ä�c�����h¤%¼+�°¨·�c�h��©Æ¶:¸

f(tn, y(tn), y(tn −
τ1(tn), . . . , y(tn − τn(tn))) Á�Â ���×��¡����$¤2���Ô�<¤2�°�:�h�O�h¤Ï��¤2��������¡��4�O����� � �4��¨Ô�°�h�½�$¤2§°¸+��¤2¨Ô���c§nª¬¤2�·����4���F�c�°��µ2�c§°¡��Ê¤cª

t
�c�h�æ�h��¤��h�4����¡��F�������c�0�'¼����F�c�$¤2§��c���}¤2���}�Ô�%µ�¤2�}©���©¾³��c��©��c§°§n�h¡����$¤2���0�$¤2�°�T�h�Ö§°�}�

�°�����}©��æ�����½�F�c¨O�Ê�°�:�h�4��µ��c§�¤cª*��¨O¤T¤2���������F�·�2�Ö�����æ���°¨O�
t Á �(�c��¡��F�c§°§°¸�³��°�Ô�}�Ô¤cª*�2©�µ��c�:�F�c®��M�h¤6¡��h��2©cç��2���4�T��®����}©½�<¤2�°�:�h��´g�°���×�����Jµ��c§°¡��¿¤cª

t
�°�×¶$�4�a´����4�«³$�h¤Ö�����c�u�����¿�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�Ã�4���h¤2���}� ���4���)�h¤

�Ô¨Ô�°���°¨�¡�¨ Á � ���c���)ª �h¤2¨>�����}���°�����4�T���°µ���³<�����Ä¨O�4����¤+©Ã©�¤T���)��¤2�)��¡��J�c�:¸Mª ¡��������4�(�h���������}�4���}¤2���J¤2�
�����J�h��¤2�}����³"�'¼����4���u�����c�g�����¿�h����¡�§°���°��®ÔªÀ¡����4���}¤2�

g (t, y(t); z(t − τ1(t)), . . . , z(t− τn(t)))
������©��u�h¤

¶$�Ä¤cª�¶<¤2¡���©���©Mµ��c�����c���}¤2�¥�°�
t
�h¤Ô¶<�Ä�c¶�§}�Ä�h¤·�c����§°¸½�����¿­�¯* (£6¦Ð¨O�4����¤T©��*�c�)�c§°§ Á ���¥��¤2�:���F�2���(�h¤���h�4µT�}¤2¡��n´o¤2� �+��ÇÀ� Á ® Á � ¶$�4��§}�¿�c��© � ���h�h�ËØ 0 0QÚ É'³���¨O¤T¤2���������F�n�°�Ê�����*�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�Mª ¡����4���}¤2�½�}�n���T¡����¤2�¿�h��±T¡��°�h��©¾³�´g���}�F�Æ´o¤2¡�§}©Æ¨O�%�c�Ë�����c��¤2��§°¸Ï¤2���O�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�Ñ�$¤2§°¸+��¤2¨Ô���c§����2�Ä�h¤M¶<�Ô¡��h��©6ª¬¤2�

�c§°§«�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�×µ��c§°¡����u�°�¥¤2���J���°¨O�¿���h�4� Á ¹T�°�����¿¤2¡��u¨O�4����¤+©M�°�:µ�¤2§°µ����)�°�:�h�4®��F�c���}¤2�6¤%µ��4�(�Ö´g��¤2§}��°�:�h�4��µ��c§È³������}�)´�¤2¡�§}©¥�°�:µ�¤2§°µ��Ö�c�¥�'¼��h�4�����°µ��0�c¨O¤2¡��:�J¤cªw�'¼+���F�c�<¤2§��c���}¤2�«³<�h¤Ô�����¿�<¤��h���°¶��°§°�°�a¸½�h¤·�F��¤��h�
�����n�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�·�<¤2§°¸T��¤2¨Ô���c§�ªÀ�h���4§°¸Ô�2����¤2�h©��°��®¿�h¤J¤2��§°¸������nµ��c§°¡��g¤cª

t
�}�e¤cª"µ+�°�F�c§��°¨Ô�$¤2���F�c�����u���4�h� Á�����F�4�����°��®Ä�����)�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�
ªÀ¡����4���}¤2�

z(t)
�°�:�h¤������)©��4§��%¸·©��-²¾�4�h�4�:�����c§¾��±:¡��c���}¤2�Ê���F�c���iª¬¤2��¨O���°�o�°�:�h¤

�c�M¤2�h©��°���c��¸½©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�«³�¤2���c�×¤2�h©��°���c��¸æ�°�:�h�4®��F�c§���±:¡��c���}¤2�«³��h�����$���4���°µ��4§°¸<é

y(t0 + h) = y(t0) +

∫ t0+h

t0

g(u, y(u), z(u − τ1(u)), . . . )du
Ç Ù Á 1 É

¹T�F�c�����°��®Öª �h¤2¨ ��±T¡��c���}¤2�ÆÇ Ù Á 1 É4³+������ªÀ¡����4���}¤2� g �}� Â ��¸+§}¤2�i¢��'¼+���c��©���©×¡��æ�h¤�¤2�h©��4� s ´g�°���æ�h�����<���4�n�h¤
y(t)

�c��©Ê�h���4¡��h���°µ��4§°¸
�°���h�4���h��©æ�°�:�h¤0�°�h�h�4§-ª Á ¹T�°�����(�����}�n�h��±:¡��°�h��� g �h¤0¶<� s ¢È���°¨O���n©��-²<�4�h�4�T�����c¶�§}�J�°� y ³�����JªÀ¡����4���}¤2�
f
������©��(�h¤·¶$�

s
¢È���°¨O���(©��-²<�4�h�4�T�����c¶�§}�0�°�

y Á � ����¤2�h©��°��®Ê�h¤·������©��}�F�4¡��h���}¤2�Ã�c¶<¤%µ��Äª¬¤2���¨O¤+¤2���
f
�c��©

φ
�����Ö�h¤2§°¡����}¤2�

y(t)
�}�¿�c§}�h¤æ��¨O¤T¤2���Ï¤2�6�����0�°�:�h�4��µ��c§

[t0,mini≤k τi) Á �(¤2�h�0�����c� g©�¤T������¤2�)���%µ��Ä�h¤·¶$� Â �%¸T§}¤2�i¢��'¼����c��©���©6�°�×�����Ä�h�4�F�c�h©���©6�c��®�¡�¨O�4�T�h� y(t − τ1(t), y(t − τ2(t)), . . .
³

¶$���%�c¡��F�*�����4�°�uµ2�c§°¡����)�c�h�Ä�c§°�h�%�2©�¸½�%�c§}�4¡�§��c�h��©Mµ+��� � �4��¨Ô�°�h�J�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2� Á

 �h�°��®Ô�����*®��4���4�F�c§��}©��4�:���°�a¸

(∫ ui

t0

f(u)du

)n

= n!

∫ ui

t0

· · ·
∫ ui+n

t0

f(ui+n−1) · · · · · f(ui+n)dui+ndui+1

�����}�g®��°µ����¿Ø 0	�cÚ

y(t0 + h) = y(t0) +

∫ t0+h

t0

F1(u1; y)du1 +

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

F2(u1, u2; y)du2du1 + . . .

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

∫ us−1

t0

Fs(u1, . . . , us; y)dus . . . du1

=:
1

s!hs−1

∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

Gs(ū1, . . . ūs; y)dus . . . du1

´g�°���
Fi(u1, . . . , ui; y) := D1

yFi−1(u1, . . . , ui−1; y)f(ui; y(ui), y(ui − τ1(ui)), . . . )

�c��©
F0(y) := y Á�� �4�h� ū ©��4��¤2�h���u�����Jµ����4�h¤2� u ´g�°���M�����J��¤2¨Ô�<¤2���4�:�h�(�h¤2���h��©½�°�×�2�F���4��©��°��®·¤2�h©��4� Á

Â ���uªÀ¡����4���}¤2� Gs
�����°§°§$��¤2�T�F�c�°���n©��4���°µ2�c���°µ����n¤cª

f(t; y, y(t− τ1(t)), ...)
´g�°���
�h�����<���4�o�h¤

y(t) Á 
 �h�°��®�Ñ���$���4�-Ò��Ã�}©��4�T���°��¸ §°� ���¥�����Ï¤2�����æ���h¤2�<¤��h��© ¶:¸Ð¹T�h�4��®�§}��Ø Ù�ÙQÚ ¤2�æº�»���¤2�×�c��© ¯)¤2¡�©��°�F�c��¸ÎØ 0	�cÚ �h¤
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�c�����h¤�¼��°¨·�c�h�¿§°�°���%�c�(��¤2¨Ä¶��°���c���}¤2���*¤cª7©��4���°µ��c���°µ����(¤cª
f
¶:¸½­�¡���®��'¢�¯*¡����F�Q¢È§°� �����h�F���4¨O����¤cªw¤2�h©��4�

s
³

¤2���J�%�c�×¤2¶��F�c�°�M���c�����}�4¡�§��c�)�°���4�h�4¨O�4�:�)ª ¡����4���}¤2���

G̃s(ū1, . . . ūs; y(t), y(t − τ1(t)), . . . , y(t− τn(t)))

´g���}�h�¥�c�����h¤%¼+�°¨·�c�h�������J�'¼��2�4�u�°���4�h�4¨O�4�:��ª ¡����4���}¤2�M�h¤·¤2�h©��4�
hs+1 é

G̃s = Gs(ū1, . . . ūs; y(t), y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τn(t))) + O(hs+1) .

� �n�¿Ò����c§<�h�h�4�Ê�h¤0¤2¶��F�c�°�æ�����(¨O�4����¤T©¾³+�����(�h�4¨·�c�°���°��®Ô�°�:�h�4®��F�c§«¤3µ��4� [t0, t0 + h)s
�}�n�%�c§}�4¡�§��c�h��©æ¶:¸

 )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h��¦n�c��§}¤·�°�:�h�4®��F�c���}¤2�
∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

Gs(ū1, . . . ūs; y) ≈
1

N

N∑

i=1

Gs

(
¯t(n); y

) Ç Ù Á 0 É
¹T�h�4��®�§}�ÄØ Ù 0 ³ Ù�ÙQÚ ���h¤2�<¤��h��©·�¿�F�h���4¨O��¤cª«�h����¤2��©
¤2�h©��4��´g���}�F�
¡��h���w���h�4¡�©�¤c¢È�F�c��©�¤2¨ �:¡�¨Ä¶<�4�h�%³T´g���°§}�
�����·�h�F���4¨O���0���h¤2�$¤��h��©Ë¶:¸Åº�»���¤2�æÇNÒ��h���Ô�c��©Æ�F����¤2��©Ë¤2�h©��4�%³gØ 0 ë Ú É'³w¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸Ë�c��©Ñº«»���¤2�½ÇÀ�h����¤2��©¤2�h©��4�%³«Ø > � Ú Ég�c��©×º«»���¤2�(�c��©M¯)¤2¡�©��°�F�c��¸ËÇ �����°�h©¥¤2�h©��4�%³�Ø 0	�QÚ Éo¡��F�¿±:¡��2�h�-¢È�F�c��©�¤2¨ �:¡�¨�¶$�4�h�*�c��©½���T¡��
�c¶��h¤2§°¡��h�J¡����<�4�u�4���h¤2�u¶<¤2¡���©½´��4�h�Ä®��°µ��4�½ªÀ¤2�g�������F�J�h�h���4¨O��� Á���
�����)�%�c§}�4¡�§��c���}¤2���u���h���h�4�:�h��©Ê�°�Ê�����}�o�F���c���h�4�%³�´��)´g�°§°§"¡��F���������h�(�'¼��}�����°��®ÄÒ��h�h�%³+�F����¤2��©Ê�c��©
�����°�h©
¤2�h©��4��­)¯( (£Ï¦ �h�F���4¨O���wª¬¤2�������)�°���4�h�4¨O�4�:��ªÀ¡����4���}¤2�

Gs(t, y(t), y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τn(t))
�c��©

��¤2�u©��4���°µ��Ä¤2¡��u¤3´g�¥�h�F���4¨O��� Á
� ��� (UáuÞ�� �7à
� �eÞ0ä � á �Mß
	�� �)��ß#	0áJâ

�n�'ªÀ¤2�h�×´��Ã�%�c�L���h¤3µ��Ã��¤2�Tµ��4��®��4�����Ï¤cª¿�����×¨O�4����¤+©¾³g´o�×���%µ��¥�h¤Ë©��'Ò����×�°�Ê�°�Ð�Ï¨O¤2�h�¥���°®�¤2�h¤2¡��
¨·�c�����4� ÁÄÓ ¤2�J¶��h�4µ+�°��¸�³«´��Ö´g�°§°§e��¡������h���h�*�����Ô�c��®�¡�¨O�4�:� t ¤cª������0ªÀ¡����4���}¤2� y ´g���4���4µ��4�¿�°�*�}�*�4§}�%�c�´g���c�u�����¿�c��®�¡�¨O�4�:�(�}� Á
Í �eÒ��h�����h�4´g���°�h��������©��4§��%¸Ä©��-²<�4�h�4�T�����c§���±:¡��c���}¤2�½Ç Ù Áìë É¾�°�Ô�g¨O¤2�h� �w¤2§°�h�4���F��ª ¡����4���}¤2���c§���±T¡��c���}¤2��¢È§°� ���ªÀ¤2��¨

y′(t) = f(t, y(t), z(t)) t ≥ t0
Ç Ù Á Ù É

z(t) = (Fy)(t)

y(s) = g(s) s ≤ t0
´g���4�h�Ä�c§°§�©��4�<�4��©��4�����Ä¤2�×�h�4�F�c�h©���©Mµ��c§°¡����u�}�g¨O¤3µ���©×�°�T�h¤

(Fy)(t) Á�Í �J´g�°§°§�ª ¡��������4��¨O¤2�h�0�2�h��¡�¨O������c�u¶<¤2���
F
�c��©

f
�c�h�¿º¾�°���h�F���°��Õ���¤2�:���°�T¡�¤2¡��(�°�×�c§°§��c��®�¡�¨O�4�:�h�(�'¼����4���

t Á� ¡���¨O�4����¤+©¾³c´g���}�h�Ö´g�°§°§+®��4���4�F�c�h�n���h��±T¡��4�����
(yn)

¤cª�µ��c§°¡����������c�e�c�����h¤�¼��°¨·�c�h�n�������'¼��2�4���F¤2§°¡����}¤2�
y(t)

�c�u�����*®����}©½�<¤2�°�:�h�
t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tm

³������4�M�h�%�2©��

yn+1 = yn + hn

N∑

i=1

Gs (tn,i; yn, z̃(t))

z̃(t) = (F̃ yj)(t)

Ç Ù Á � É

ªÀ¤2�
n ≥ 0

³��c��©
yj = φ(tj)

ª¬¤2�
j < 0 Á�Â ���¿ª ¡����4���}¤2� (F̃ yj)

¡��F���g�����¿�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�¥ª ¡����4���}¤2�ÑÇ Ù Á � ÉªÀ¤2�g�����*�h�4�F�c�h©���©×µ2�c§°¡�����¤cª
yj Á� ¡��
®�¤��c§(�}�
��¤%´>�h¤Ë�����F�c¶�§°�}�h�L¡����<�4�
¶<¤2¡���©��·ªÀ¤2�
�����¥�4���h¤2� ‖ej+1‖ = ‖yj+1 − y(tj+1)‖ Á Í �´g�°§°§����4�����'ª¬¤2�����L¤2��§°¸�¡��h�×­�¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤+©��
´g���}�h�Ì��¤2�:µ��4��®��¥´g�°���L¤2�h©��4� O(hp)

ª¬¤2�·¤2�h©��°���c��¸
©��-²<�4�h�4�T�����c§o��±T¡��c���}¤2��� Á½Ó ¤2§°§}¤3´g�°��®¥�����·�}©��%�M¤cª � ���<�4§}������¡��LØ 0�ÙQÚ ªÀ¤2�Ä�����·�h¤2§°¡����}¤2��¤cª �?��� ¡����°��®
� �4��¨Ô�°�h�¿�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�«³������*ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®
������¤2�h�4¨ ���h¤%µ����)��¤2�:µ��4��®��4�����0¤cª7¤2¡��u¨O�4����¤+©æª¬¤2� ���?��é
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iGjlk �	� k>m �~��n~� � 3F% y(t) a 30%1"S3y�!'*L\+S%��T'*) ' � %1"S3 ����� Ç Ù Á Ù É J 7*)	6 (yj)0≤j≤n %1"S3O7#�N�	:4' � �1=|7N%A3
�F'*L +S%���'*) ' a %H7*�
)�346 a#b Ç Ù Á � É '*) %1"S3y<*:#��6 t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn d � 3F% � +.:F%1"S3#:#=f'*:43 ∥∥E �����

G

∥
∥

j

a 3
%1"S3Q3#:#:W';:X�1) %1"S3 j E %1"^�#%A3A� ' � %1"S3 e �|����� =93F%1"S'P6^7R�N��L\�H346 %H' %1"S3
	 ��� @�"$�T #"`+.�!3R�X%1"-3c3 � 7N P%
�F'*L +S%���'*) � '*:U%1"S3U:(3F%H7*:46$346 �K7*L +-3R� J 7*)	6 ∥∥E �����

G

∥
∥ := maxj

∥
∥E

�����
G

∥
∥

j
d � "S3  (';),��3#)�%��T'*)	7;L � 3#:RE

=C�1%A3]�1)�%A3#:A�S'*L_7;%��T'*)p3F:R:4'*:
∥
∥
∥E

�
�������������
r

∥
∥
∥

j
�
�C6$3�Z�)�346U7�� maxtj≤u≤tj+1(Fy(t))(u) − (F̃ y(t))(u) J 7;)	6

∥
∥
∥E

���������������
r

∥
∥
∥ := max0≤j≤n

∥
∥
∥E

�
�������������
r

∥
∥
∥

j
d �
�

�$d %1"S3 e �|����� =93F%1">'P6]@B��%1"C�
)	 !:43#=93#)	% � +.)� !%���';) Gs(tn, yn)  ('*),��3F:�<$3#��@B��%1"|'*:46$3#: p � '*:�	 ���
7�� hj → 0 J

�Sd Gs 7*�f6.31Z�)�346U�1) Ç Ù Á � É ���Y�������! #"$��%�&f�1) z̃ @B��%1"  5'*)-�#%H7;)�% L̃ > 0 J 7*)�6 F �
�]�������F #".�1%�&f@B�1%1"
 (';)-�#%H7*)	% L2 > 0 J

� d F̃ � +>L Z�L
L\�Y7f�������! #"$��%�&Y !:R��%A3#:#��'*)
∥
∥
∥(F̃ uj)(t) − (F̃ vj)(t)

∥
∥
∥ ≤ L̃max ‖uk − vk‖ @B�1%1"X�������! #"$��%�&

 (';)-�#%H7*)	% L̃ > 0 J
	�d %1"S3 � 3#:R=C��%A3/�1)�%A3#:A�S'*L_7;%��T'*)U">7��G'*:46$3#: r J
� d 7*)�69%1"S3G�1),��%���7*L 3#:#:4'*: ‖e0‖ �K7*),�
�5"-3R� J

%1"S3#) %1"S3G=93F%1">'P68 ('*)���3#:T<$3R� J 7*)	6X%1"S3C3#:#:W';:���� a ';+.)	6.346 a#b

‖ej+1‖ ≤ ‖e0‖ eLtj +

(
etjL − 1

)

L
(∥
∥E

�����
G

∥
∥+ L1L2

∥
∥E

�
�������������
r

∥
∥
)

e 3#=f7*:Rg Ù Áìë,d º«� ���½�°�������½�%�2�h�½¤cªJ¤2���½�h�4�F�c�h©���©U�c��®�¡�¨O�4�:�ÃØ 1:ÙcÚ ³w�����}�O������¤2�h�4¨ ����¤3´u�Ô�����c�O�����
­�¯* (£6¦?>�³2­�¯* (£6¦ ë �c��©Ä­)¯( (£Ï¦ � ¨O�4����¤+©���¶T¸*º�»���¤2�%³:¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸Ä�c��©Ä¯�¤2¡�©��°�F�c�a¸ÊÇiØ 0 ë ³�> � ³ 0	�cÚ É�%�c�Ä¶<����¡��������F�iª ¡�§°§°¸Ä�c����§°�}��©��h¤?�?��� Á3Í ���h�'ªÀ�F�c�°��ª �h¤2¨ ®��°µT�°��®*�'¼+��§°�}�4�°��¡����<�4��¶<¤2¡���©��«ª¬¤2�������o�4���h¤2�%³
���°�����u�������F�)�c�h�)¡���¡��c§°§°¸Ôµ��4��¸O®��4���4�h¤2¡��g�c��©·�h�4µ��4�F�c§<¤2�h©��4�h�n¤cª«¨·�c®����°��¡�©��0Ç ¡��Ê�h¤

10
¤2�h©��4�h��É��c¶$¤3µ��

�����n�:¡�¨O�4���}�%�c§°§°¸O�'¼��$�4���}�4������©·�4���h¤2�h� Á7Ó ¤2�e�����}�e�h�%�2�h¤2�«³T�4���h¤2�w¶$¤2¡���©����2�w¤2¶��F�c�°����©·�c¶<¤%µ����c�h�n¡��h�'ªÀ¡�§�h¤Ö���h¤%µ�����¤2�:µ��4��®��4������³"¶�¡��g��¤2�u�h¤Ô®��°µ��¿�Ö®�¤+¤T©½�4���h¤2�)�������°¨·�c�h� Áe 3#=f7*:Rg Ù Á � d ¦o¤2��©��°���}¤2� 1 ��¡��h���c�Ô�'²<���4���°µ��g¡����<�4�e¶<¤2¡���©0¤2�Ô�����g�h�h�4�O���°Õ%��³2���c¨O�4§°¸Ö�����c� r
2 �

¤2�°�:�h�
tk, ..., tk+ r

2

������©M�h¤Ö¶$�*�°�����}©����c�½�°�:�h�4��µ��c§�¤cªe��¨O¤T¤2���������F���2�u©��}�h�4¡��h�F��©æ�°�×�h���c���h�4� Ù Áìë�Á
h :4'P' � ' � %1"-34'*:(3#=! d	�>d 
 ���°��®Ô�����¿©��'Ò����°���}¤2�×¤cªe¤2¡��u¨O�4����¤+©¾³�´��J®��4�uªÀ¤2�g�����¿�4���h¤2� ‖ej+1‖

é

‖ej+1‖ =

∥
∥
∥
∥
∥
ej + hh

(

Ĝ(tj , y(·)) −
N∑

i=1

Gs(tj,i; yj, z̃(tj,i))

)∥
∥
∥
∥
∥
,

´g���4�h�
Ĝ(tj, y(·)) = 1

hj

∫ tj+hj

tj
g (u, y(u), y(u − τ1(u)), . . . y(u− τn(u))) du

�}�Ô�����M�'¼��2�4�O�°���4�h�'¢
¨O�4�:�½ªÀ¡����4���}¤2��¡����°��®������Æ�h¤2§°¡����}¤2�

y(·) ª¬¤2�½�����6�h�4�F�c�h©���©�µ��c§°¡���� Á Â ���}�½§}�%�2©��M�h¤������Ãª ¡��������4��������°¨·�c�h�
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‖ej+1‖ ≤ ‖ej‖ + hj

∥
∥
∥
∥
∥
Ĝ(tj , y(·)) −

1

N

N∑

i=1

Gs(tj,i; y(tj), z(·))
∥
∥
∥
∥
∥

+

+ hj

∥
∥
∥
∥
∥

1

N

N∑

i=1

Gs(tj,i; y(tj), z(·)) −
1

N

N∑

i=1

Gs(tj,i; yj , z(·))
∥
∥
∥
∥
∥

+

+ hj

∥
∥
∥
∥
∥

1

N

N∑

i=1

Gs(tj,i; yj, z(·)) −
1

N

N∑

i=1

Gs(tj,i; yj, z̃(·))
∥
∥
∥
∥
∥

≤ ‖ej‖ + hj

∥
∥E �

���
G

∥
∥

j
+ hj

1

N

N∑

i=1

‖Gs(tj,i, yj , y(·)) −Gs(tj,i, yj , z̃(·))‖

´g���4�h� ∥
∥E �

���
G

∥
∥

j

©��4��¤2�h���Ô�����½�4���h¤2�Ö�°�������
j
¢È��� ���h�4��¤cª)�����½­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+© �c����§°�}��©��h¤6�����

� ����¡����°��®Ö�����)�'¼��2�4�g�h¤2§°¡����}¤2�ÊªÀ¤2�n�����(�h�4�F�c�h©���©M�c��®�¡�¨O�4�:�h� Á�Â ���(�4���h¤2�g©�¡��(�h¤0�����(�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2��%�c�æª ¡��������4��¨O¤2�h�Ä¶$�J���h���°¨·�c�h��©½¶:¸

‖Gs(tj,i, yj, z(·)) −Gs(tj,i, yj , z̃(tj))‖ ≤

≤
∥
∥
∥Gs(tj,i; yj , z(·)) −Gs(tj,i; yj, z̃(y(ti))i≤j

(·))
∥
∥
∥+

∥
∥
∥Gs(tj,i; yj, z̃(y(ti))i≤j

(·)) −Gs(tj,i, yj, z̃(·))
∥
∥
∥

≤ L1L2

(∥
∥
∥y(·) − z̃(y(ti))i≤j

(·)
∥
∥
∥+

∥
∥
∥z̃(y(ti))i≤j

(·) − z̃(·)
∥
∥
∥

)

≤ L1L2

(
∥
∥E

� 
 � �! ��	��

r

∥
∥

j
+ L̃ max

0≤k≤j
‖ek‖

)

¡����°��®O������º¾�°���h�h���°��ÕÖ��¤2��©��°���}¤2���(¤2�×�����¿�����°�h©Ã�c��®�¡�¨O�4�:�*¤cª
Gs

´g�°���¥��¤2�����F�c�T� L1
�c��©M¤2�

F
´g�°���

��¤2�����F�c�:� L2 Á¹T�°�����Ê����� ‖ei‖
�c�h�Ê¨O¤2��¤2�h¤2���æ�°���4�h�%�2���°��®�³

max0≤k≤j ‖ek‖ = ‖ej‖ Á ��ªu´��Ê��¤%´ ��¡��Ô�4µ��4��¸+�����°��®
�h¤2®��4�����4�%³�´��¿®��4�

‖ej+1‖ ≤ ‖ej‖ + hj

∥
∥E �

���
G

∥
∥

j
+ hjL1L2

(∥
∥E

� 
 � �! ��	��

r

∥
∥

j
+ L̃ ‖ej‖

)

≤ ‖ej‖
(

1 + L1L2L̃hj

)

+ hj

(∥
∥E �

���
G

∥
∥+ L1L2

∥
∥E

� 
 ���! ��	��

r

∥
∥
)

=: ‖ej‖ (1 + Lhj) + hjC

≤ ‖e0‖
j
∏

k=0

(1 + hkL) + C
j
∑

n=0

hn

j
∏

k=n+1

(1 + hkL)
Ç Ù Á�� É

≤ ‖e0‖ eL
Pj

k=0 hk + C
j
∑

n=0

(

1 + hnL
L

j
∏

k=n+1

(1 + hnL) − 1

L

j
∏

k=n+1

(1 + hnL)

)

=

= ‖e0‖ eLtj +
C
L

(
j
∏

k=0

(1 + hnL) − 1

)

≤ ‖e0‖ eLtj +
C
L
(
etjL − 1

)

= ‖e0‖ eL1L2L̃tj +

(

etjL1L2L̃ − 1
)

L1L2L̃
(∥
∥E �

���
G

∥
∥+ L1L2

∥
∥E

� 
 ���  ��	��

r

∥
∥
) Ç Ù Á�� É

´g���4�h�g�°�¥Ç Ù Á�� Ée�����g�°����±:¡��c§°�°�a¸Ô´o�2���h���4¡��h���°µ��4§°¸Ö�°���h�4���h��©O�°�T�h¤¿�°�h�h�4§-ª�³:�c��©·�c�·�4¨Ô���a¸Ô���h¤T©�¡��4������¤2¡�§}©¶$�*¡���©��4�h�h�h¤T¤+©M�2� > Á
Ó �h¤2¨Î�����n§��2���7�°����±T¡��c§°�°��¸×Ç Ù Á�� É������g��¤2�:µ��4��®��4�����)¤cª"�����n¨O�4����¤+©Ö�}�e¤2¶:µ+�}¤2¡��%³T�c��©0�°�7ª¬¤2§°§}¤%´u�e�����c�7ª¬¤2��Öµ��c���}�����°��®
�°���°�����c§��4���h¤2� ‖e0‖ �����Ä��¤2�Tµ��4��®��4�����Ö¤cª7������­�¯* (£6¦�¨O�4����¤T©MªÀ¤2� �?��� �}�

min{p, r} ³



K)8"G�5$� / � ��� I !$;}�'&}5<;}PM / ;�GQP /  Ï "&�R / � / C��'&�G�; /2S !"G���&��+C 1 ?+�

0

1
3

1
3

2
3 0 2

3

1
4 0 3

4

0

1
2

1
2

1 0 1

1 0 0 1

1
6

2
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0

1
2

1
2

2
3

2
9

4
9

1
3

7
36

2
9 − 1

12

5
6 − 35

144 −55
36
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48
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8

1
6 − 1
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36 −1

8
1
2

1
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1 − 41
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195
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4
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2,3�465 	���
���� 7 &(� �����34 � � �3$ � �%&�! � � ���2� +�- 4 #%7����	��
 	 -3#54 9<� &(+
� ! � � �() 4�� #54��2�34 � ��� !;� ��� 	 �5+�� � &(+�� ��� ! � � ��) 4��#54��2�34 � ��� !;� � � 	 �3$ �5! ! )*� �%$ � &(+�� ��� � &(� � � ! �����378�3! � �5!��"� $ $ �:! -3#54 7�&(� � � � 4�� ! ��) �:����#%4���� 46! �����378� ��� � � � #%4���� 4 �� !;� ��� 	

´g���4�h�
p
�}�u�����Ä��¤2�:µ��4��®��4�����Ö¤2�h©��4�(¤cª7�����Ä­�¯( (£Ï¦Ì¨O�4����¤+©½ª¬¤2� � ���u³$�c��©

r
�}�u������¤2�h©��4�)¤cªe�����

�°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2�¥�4���h¤2� Á

� �]Û � ã��)�7à$åFä5" �������/�7à$å �)�eÞ�ß
�

Â ���·�}©��%�¥¤cªu¡����°��®Å )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�M¦n�c��§}¤×�°�T�h�4®��F�c���}¤2��ªÀ¤2�������·�°�T�h�4®��F�c���}¤2� ¤%µ��4� t ���h�4¨O�Äª �h¤2¨ �����
�c���h�4¨Ô�����h¤)¨Ô�°���°¨Ô�°Õ%�o�������4���h¤2��ª¬¤2�����%��µ+�°§°¸Ä¤��h�4�°§°§��c���°��®J©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±T¡��c���}¤2���nÇÀ¤2�7©��4§���¸�©��-²<�4�h�4�T�����c§
��±:¡��c���}¤2���(´g�°���6���%��µ+�°§°¸¥¤��F�4�°§°§��c���°��®æ�F¤2§°¡����}¤2���%³$´g���}�h�Ï�h����¡�§°�h�(�°�Ï�O���%�%µT�°§°¸Ã¤��h�4�°§°§��c���°��® � �?���QªÀ�h�4�
�°���h�4�����°��®Ê�����Ä�h¤2§°¡����}¤2�

y(t)
ª¬¤2�������¿�h�4�F�c�h©���©Ãµ��c§°¡�����É Á �a�����h�%�2©×¤cª��2�����4�����°��®Ê�����æÇ �$¤��h�h�°¶�§°¸Ê§��c��®��3É�4���h¤2�
�c�*çi¡����O¤2���æ�h�4�F�c�h©���© µ��c§°¡���³������×©��4�$�4��©��4�����M¤2�

t
�}�·�%µ��4�F�c®���©U¤2¡��%³n�c��©������½�4���h¤2�O���:¡��

¨Ô�°���°¨Ô�°Õ%��© Á ¹T�°�����(­�¯( (£Ï¦�¨O�4����¤+©��n©�¤¿��¤2�n�'¼+���°¶��°�g�c�:¸·�2©�µ��c�:�F�c®��*¤3µ��4�o��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§«¨O�4����¤+©��ªÀ¤2�0��¤2��¢�¤��h�4�°§°§��c���°��®Å��±T¡��c���}¤2���%³e´o�
´g�°§°§g¤2��§°¸Ë�°�:µ��������°®:�c�h�½�h�4µ��4�F�c§n���%�%µT�°§°¸Ñ¤��h�4�°§°§��c���°��®Ï©��-²<�4�h�4�T�����c§
��±:¡��c���}¤2��� Á����¤2¡��Ö�'¼��c¨Ô��§}���Ö´o�
´g�°§°§n��¤2¨Ô���c�h�æ�����
Ò��h���%³e�h����¤2��©��c��©Ë�����°�h©Ñ¤2�h©��4�Ô­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤+©��0´g�°���
�h¤2¨O����¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§�­�¡���®���¯*¡����F�0�h�F���4¨O����´g�°��� � �4��¨Ô�°�h���°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�×�2�����h¤2�$¤��F��©Oª¬¤2���'¼��c¨Ô��§}�¶:¸ � ���$�4§}������¡��MØ 0�ÙQÚ ¤2� � ¶<�4��§}�n�c��© � ���h�F�MØ 0 0cÚ Á �a�Ö���c�����}�4¡�§��c�%³T�2��§}¤%´n¢�¤2�h©��4��­u¡���®��'¢�¯*¡����F�*�h�F���4¨O���´��¿�c����§°�}��©½�����¿´��4§°§-¢ �+��¤%´g� 1 ¢��h�F�c®��¿­u¡���®��J�h�F���4¨O�¿¤cª�¤2�h©��4� � �c��©½����� � ¢����F�c®��*¨O�4����¤+©M¤cª � �4¡��¤cªn¤2�h©��4� � ³�´g���°§}�Ê�2�Ä�æ���°®���¢�¤2�h©��4�Ö­u¡���®��'¢�¯*¡����F�×�h�h���4¨O�·´��O¡��F� �o¡��h�h���4� �s� Ù ¢È���Ë¤2�h©��4�%³ � ¢����F�c®��¨O�4����¤T©Ë�2�¿©����h�4���°¶<��©Ï�°�UØ �212Ú Á·Â ��� ��¡��h�F���4�Ä�F�c¶�§}�%�c¡���¤cªo�������h�·�4§��2�h���}�%�c§�­�¡���®��O¯*¡����F�½�h�F���4¨O����c�h�*®��°µ��4�M�°� Ó �°®�¡��h� Ù Á >*ª¬¤2�g�h�'ª¬�4�h�4����� Á
� �n�Ä¨O�%�2��¡��h�)¤cª�±:¡��c§°�°�a¸·¤cª������(¤2¶��F�c�°����©
�T¡�¨O�4���}�%�c§«�h¤2§°¡����}¤2���n´��)´g�°§°§<¡��h�)�����)��¡�¨ ¤cª�©��4µ+���c���}¤2���
ª �h¤2¨ �����Ä�'¼��2�4�u�h¤2§°¡����}¤2�Ã�c�u�����J���°¨O���

t = 0 . . . 0.1 . . . 20
³�� Á � Á

Sλ, ��� � ����� :=

200∑

i=1

∣
∣
∣
∣
y

(
i

10

)

− y
��� � ����� ,λ
i
10

∣
∣
∣
∣
,

Ç Ù Á > � É

�c��©M�c§°§¾®��F�c�����}�%�c§���¤2¨Ô���c���}�h¤2���u¤2�½�����J©��4�<�4��©��4�����¿¤2�
λ
´g�°§°§¾¶<�*®��°µ��4�½�°�½�h�4��¨O�u¤cª�§}�%�2���i¢��h±T¡��c�h���

Ò��h�7¤cª������wªÀ¡����4���}¤2��� {
1, x, x2, log(x)

} �h¤(����� Ó ¡����4���}¤2��� log
(
S ��� � � � � ,λ) Á � ��´o��¨O�4�T���}¤2����©O�c¶$¤3µ���³
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�����)­)¯( (£Ï¦U¨O�4����¤T©��n¡��h�*����¡�¨ ¤cª
N
ª ¡����4���}¤2�æµ��c§°¡����o¤cª

f
�°�½�4µ��4��¸O���°¨O�*���h�4�æ�h¤0�c�����h¤%¼+�°¨·�c�h�

�����J�°�:�h�4®��F�c§��°�ËÇ Ù Á 0 É4³��F¤O�Ö§}¤2�u¨O¤2�h�¿�%�c§}�4¡�§��c���}¤2�Ã���°¨O�J�}�g������©���©MªÀ¤2�)�Ö�h�°��®�§}�¿­�¯* (£6¦����h�4�½�����c�
ªÀ¤2�*�O��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§w­u¡���®��'¢�¯*¡����F�Ê���h�4� Á)Â ¤
�°���4§°¡�©��Ä�����}�(�'²¾���4�)�°�T�h¤
¤2¡��*�4µ2�c§°¡��c���}¤2�«³$´o�Ä´g�°§°§e�c§}�h¤��¤2¨Ô���c�h�o������¨O�4����¤+©��7¡����°��®(�����o§}�%�2���i¢��h±T¡��c�h����Ò��h���h¤(�����o§}¤2®:�c���°����¨Î¤cª������o���°¨O��©0�4���h¤2�

ST
³2´g���}�F�

´��¿©��'Ò������2�
S

λ, ��� � � ���
T := T λ, ��� � � � � Sλ, ��� � ����� , Ç Ù Á >(>3É

´g�°���
T λ, ��� � ����� ¶$�4�°��®×�����O�%�c§}�4¡�§��c���}¤2�Ë���°¨O�OªÀ¤2�Ä�����Ô®��°µ��4�Æ¨O�4����¤+©Ë�c��©Ïµ��c§°¡��·¤cª λ ³��h¤½�����c�Ä��´�¤¨O�4����¤T©��3³�´g���4�h�Ê¤2���O������©��0¤2��§°¸Ï���c§-ªg�����·���°¨O��³�¶�¡��Ä�a´g�}���·�����
�4���h¤2��¤cªu�����
¤2�����4�%³7�c�h�·���h�%�c�h��©

�c§°� ��� Á

 ��§}���F��´o��¨O�4�T���}¤2�½�°�o�'¼���§°�}�4�°��§°¸�³��c§°§"µ��c§°¡����g�c�h�)¤2¶��F�c�°����©Ê´g�°���M�¿��¤2�����F�c�T�g���°¨O�)�h�h�4�Ê¤cª hn = h =

0.001
ª¬¤2�)�4§��2�h�h�}�%�c§7­�¡���®���¯*¡����F�Ê�h�F���4¨O���%³¾�c��©Ã�
���h�4�6¤cª

h = 0.01
ªÀ¤2�*­�¯* (£6¦ �h�F���4¨O��� Á*Â ������°¨Ä¡�§��c���}¤2�½�}�g©�¤2���(¡��æ�h¤0���°¨O�

T = 20
³��c��©M�¿ª¬¤2�����½¤2�h©��4� � �4��¨Ô�°�h�*�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2�M�}�o¡��h��©
ª¬¤2�n������h�4�F�c�h©���©Æµ��c§°¡����

y(t − τk(t)) Á � �¿§}¤3´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸Ë�h��±T¡��4�����Ôª¬¤2�Ä�����·�:¡�¨O�4���}�%�c§o�°�:�h�4®��F�c���}¤2��´��¡��h�¿¹+¤2¶$¤2§ �s���h��±:¡��4������³�´g���4�h�J�����
N
�T¡�¨Ä¶<�4�h�gª¬¤2�u�%�2�h�M���°¨O�J���h�4�×�c�h�*�F�����4�¥�h��±:¡��4�T�����c§°§°¸�³�� Á � Á ´o�¡��h�*�����*Ò��h���

Nn
�4§}�4¨O�4�:�h�)¤cª������¿�F��±:¡��4�����J�h¤Ô¤2¶��F�c�°�×�����¿�h¤2§°¡����}¤2�Mµ��c§°¡��Ä�c�g���°¨O�

tn Á

� �J�·Ò��h���J�'¼��c¨Ô��§}�Ô¤cªn�Ê©��4§���¸6©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�Ï´g�°���Ã�a´�¤½�h�4�F�c�h©���©Å�c��®�¡�¨O�4�T�h�%³«´o�O�c����§°�}��©¤2¡��u­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+©��u�h¤Ö�����Ä©��4§���¸½©��-²<�4�h�4�T�����c§���±T¡��c���}¤2�

y′(t) = 3y(t− 1) sin(λt) + 2y(t− 1.5) cos(λt), t ≥ 0
Ç Ù Á > ë É

y(t) = 1, t ≤ 0 ,

´g���}�h�O�}�wµ��4��¸0���°¨Ô�°§��c���°�Ô�°�h�w������¡��4��¡��h�u�h¤*�������?���Ï´o�g�°�:µ����h���°®:�c�h��©O�°�×Ø 1:ÙQÚ Á �a�h��è4�'¼��2�4�3èn�F¤2§°¡����}¤2���%³´g���}�h�
´��(¤2¶��F�c�°����©O¶:¸·�¿��¡��·¤cª �o¡��h�h���4� �s�o���°®��
¤2�h©��4��¨O�4����¤T©·¡����°��®0�J�h�h�4�
���°Õ%�u¤cª
hn = 0.00001

³
�c�h�J����¤%´g�¥�°�æÒ�®�¡��h� Ù Á > Á

5 10 15 20
t

-2

-1

1

2

3
yHtL

Λ=29

Λ=28

Λ=27

Λ=26

Λ=25

Λ=24

Λ=23

Λ=22

������� �
	 ��
���� � � �2�3� !3#%$'&(� )*#5+ # - �����57 ��$ � . �:W�Y4r�1 -3#54 ! #578� 95�5$'&��3!6#�-
λ

# � � �%) +�� � � �8�?4;&(+ � ) � ��95�34���!;7 �%$ $
!;� � � !;)

�
� =
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0 5 10 15 20
Log2HΛL

-12

-10

-8

-6

-4

Log2HSHmethL,ΛL

RKQMC3, N=10
RKQMC3, N=100
RKQMC3, N=1000
RKQMC2, N=1000
RKQMC1, N=1000
Runge
Heun
Butcher

���������
	 � 
 � � �
������� 9 ! = � #5+�95� +�� )*#5+��%$ � &(+�� ��� � &(� � ��! � � � 7 �3! -3#54���� &��5� )*#5+ . �:W�Y4r�1 =

0 5 10 15 20
Log2HΛL

-10

-8

-6

-4

-2

Log2HST
HmethL,ΛL

RKQMC3, N=10
RKQMC3, N=100
RKQMC3, N=1000
RKQMC2, N=1000
RKQMC1, N=1000
Runge
Heun
Butcher

������� �
	 ��
�
�� � ) 78����� #54;4���� � ��� � #57 � �%4;) !3#%+?-3#%4����3&��%��)*#%+ . ��WAY'r21 =
�����������! "#� 
�$ � "#%'&'(*),+ "-%,&'(*)1. "-%,&'(*)/0 "-%,&'(*)10

λ N = 1000 N = 1000 N = 1000 N = 10

25 −7.39198 −7.17466 −4.21003 −4.21009 −4.21026 −5.55528

26 −9.12876 −8.91401 −6.63217 −6.63697 −6.63852 −5.05383

27 −9.39176 −9.16272 −5.71178 −5.7132 −5.71862 −5.64201

28 −8.32904 −8.11228 −6.85581 −6.85166 −6.8277 −4.75116

29 −7.28245 −7.05248 −5.54155 −5.53954 −5.53957 −5.63427

210 −8.25863 −8.00724 −6.65457 −6.61329 −6.76324 −4.56086

211 −7.65107 −7.45674 −8.69076 −8.28356 −8.43429 −6.29302

212 −8.31722 −8.08087 −9.05153 −8.95747 −8.85853 −2.83075

213 −9.70187 −9.80577 −9.45962 −9.49673 −9.4834 −8.92099

214 −10.5467 −8.91969 −11.3958 −11.477 −11.7516 −5.78229

215 −9.90117 −9.0376 −12.5316 −11.4426 −10.1873 −5.38535

216 −10.6722 −8.91812 −9.03928 −10.7756 −10.0035 −2.928

217 −9.77875 −9.56794 −9.40501 −9.2114 −8.78821 −4.24964

218 −7.38222 −7.32184 −10.7567 −11.135 −10.9163 −5.74555

219 −9.57111 −9.9538 −9.1594 −9.72612 −9.10414 −5.56226

220 −10.7389 −9.03267 −12.0962 −12.7167 −13.2895 −6.09049� � � � (0.5745s) (0.331s) (0.995s) (2.8885s) (9.657s) (0.1075s)

2,3�465 	 ��
 � � � 4;4 #%4 -3#54 ) +��34����5!;) +�� 9:�%$'&��;!�#�-
λ

) +,���3&��%��)*#%+ . ��WAY'r21 = ��� ��$ �:!;� 4 # � ! ��# � ! � � �?�595�34 � �2��� ) 7 �
+�� � ��� ��-3#%4 � ��� 78� � ��# � =
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Ó �°®�¡��h� Ù Áìë �c��©Ö�F�c¶�§}� Ù Áìë ����¤3´������g�h����¡�§°�h�w¤cª¾¤2¡��w�%�c§}�4¡�§��c���}¤2����ªÀ¤2�7�°���4�h�%�2���°��® λ = 2k ³ 0 ≤ k ≤ 20 Á
� ��¤2���o¨Ô�°®��:�w�'¼��$���4��ªÀ�h¤2¨��������������h����¡�§°�h�7�°�½Ø 1:ÙQÚ ³cª¬¤2�7�h¨·�c§°§Tµ��c§°¡����e¤cª

λ
³2�����n��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§"­�¡���®��'¢

¯*¡����F�Ä�F�h���4¨O���g�4§}�%�c��§°¸O®��°µ��)¶$�4���h�4�o�h����¡�§°�h�o�����c�Ê�����)±T¡��2���-¢È�F�c��©�¤2¨Ô�°Õ%��©æ¨O�4����¤+©������h���F�4�:�h��©Ê���4�h� Á
� ¤3´��4µ��4�%³�ªÀ¤2�
µ2�c§°¡����æ¤cª λ �c¶<¤%µ��

211 ³u�����¥­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤+©��Ê¶$����¤2¨O�Ã��¤2¨Ô�<�4���°���°µ���³(�c��©L®��°µ��
¶$�4���h�4�(�h����¡�§°�h�)ª¬¤2�

λ > 12 Á � �������2�(�h¤
��¤2���}���0�����c�J�c§°§������h���Ö­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤+©��)´o�0�°�:µ��������°®:�c�h�
����¤%´Î�h¤2¡�®���§°¸6�����Ô�F�c¨O�O¶$�4���%µT�}¤2¡��%³��c§°����¤2¡�®��Å�°�Å������¤2��¸Ã�����4¸6�c�h�O¤cªn©��-²<�4�h�4�T��¤2�h©��4� ÁN� ¤%´o�4µ��4�%³�����æ�:¡�¨�¶$�4�

N
¤cª(�F�c¨Ô��§}�M�$¤2�°�T�h�Ô�}�Ô¤cª(®��h�%�c�Ô�°¨Ô�<¤2���F�c�����M�h¤6�����æ�T¡�¨O�4���}�%�c§��h����¡�§°�%³������<���4���c§°§°¸�³

�F���T�°��®
N
�h¤+¤æ��¨·�c§°§7§}�%�2©��*�h¤½�·§��c��®��Ö¶����2�*�°�6�����0�h����¡�§°�h� Á ���*��¡�������©Ï¤2¡��*�����c�Ä�c¶$¤2¡�� N ≈ 1000�4µ2�c§°¡��c���}¤2���oª¬¤2�n�%�2�h�æ���°¨O�*���h�4�æ�c�h�*�4��¤2¡�®��æ�h¤Ö�2�h���}�4µ��¿����¡ �·�4�}�4�:���2���4¡��F�2�4¸Ê¤cª������* )¡��2�h�-¢�£¥¤2�T�h�

¦n�c��§}¤0�°�:�h�4®��F�c���}¤2�×�°�Tµ�¤2§°µ���©¾³��h¤0´��*¤2��§°¸Ê���h���h�4�:�g�h���h¡�§°�h�n´g�°���
N = 1000 ÁwÂ ���J��¤2¨Ô���c���}�h¤2�×�c¶<¤%µ��©�¤T������¤2�0¸��4�Ä�°���4§°¡�©��Ê�����·���°¨O�
������©���©Ë�h¤¥¤2¶��F�c�°�Ñ�����
�F¤2§°¡����}¤2�«³7´g���}�h��µ2�c���}����®��h�%�c��§°¸Å´g�°���������

¨O�4����¤T© Á �Èª�´o�Ô��¤2¨Ô���c�h�Ö�����0¨O�4����¤T©��*¡����°��®æ�����0���°¨O�'¢���¤2���h���4�h��©Æ�4���h¤2� ST
�2�*©��'Ò�����©6�°� Ç Ù Á >(>3É4³Ò�®�¡��h� Ù Á � ����¤%´u�������c���Å�c§°����¤2¡�®���­�¯( (£Ï¦�¨O�4����¤+©���������©Ñ�M§}¤2�Ä¨O¤2�h�ÔªÀ¡����4���}¤2���4µ2�c§°¡��c���}¤2�����

�����<���4���c§°§°¸(������­�¯* (£6¦?>�¨O�4����¤T©������°§°§:�%�c����¤2¨Ô�<�4�h�w´g�°������������¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§�­u¡���®���¯*¡����F�u�h�F���4¨O���
ªÀ¤2�g§��c��®��¿µ2�c§°¡����u¤cª

λ Á
� �u�O�h����¤2��©½�'¼��c¨Ô��§}��³�´��¿�F��¤��h�J�����J©��4§��%¸æ©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2�

y′(t) = −1

2

(

3y

(

t− 1

2

)

+ 4 cos
(

y
(

t− π

10

))

− 5

)

+ 3 log(λ)2t cos(λt), t ≥ 0
Ç Ù Á > � É

y(t) = 1, t < 0 ,

´g���}�h�0���2���c�0¤��h�4�°§°§��c���°��®(�F¤2§°¡����}¤2�Ä´g�°���Ä�°���4�h�%�2�h�°��®*�c¨Ô��§°�°��¡�©�� Á8� �4�h���c®:�c�°�«³QªÀ¤2���u��§}¤3´g§°¸¿¤��h�4�°§°§��c���°��®©��-²<�4�h�4�T�����c§T��±T¡��c���}¤2����¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§�­u¡���®��w¯*¡����F���h�h���4¨O���7�c�h�7ªÈ��µ�¤2�F�c¶�§}��³c´g���°§}��­)¯( (£Ï¦6¨O�4����¤+©��
®:�c�°�×��¤2�����}©��4�F�c¶�§°¸Êª¬¤2�g���%��µ+¸æ¤��F�4�°§°§��c���}¤2���%³��2�nÒ�®�¡��h��� Ù Á 1 �c��© Ù Á 0 �c��©æ�F�c¶�§}� Ù Á � �h��¤%´ Á
� �n�¿Ò����c§<�'¼��c¨Ô��§}��³�´��*�c����§°�}��©æ�����(­�¯( (£Ï¦U¨O�4����¤T©��o�h¤0������ªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®O©��4§���¸
©��-²¾�4�h�4�:�����c§«��±T¡��Q¢
���}¤2�

y′(t) = π
λ

2

(

y

(

t− 2 − 3

2λ

)

− y

(

t− 2 − 1

2λ

))

, t ≥ 0
Ç Ù Á > 1 É

y(t) = sin(λtπ), t < 0 ,

´g�°���L�����Ã�'¼��2�4�Ê�h¤2§°¡����}¤2�
y(t) = sin(λtπ)

³u�F¤Å�����¥���h¤2¶�§}�4¨ ©�¤+���
��¤2�
���%µ��Ã©��}�F��¤2�:���°�:¡��°���}���M�°�
�c�:¸×©��4���°µ��c���°µ���³¾���°�����������Ä�°���°�����c§e��¤2��©��°���}¤2�6�}�*�c§°�h�%�2©�¸×�����0�h¤2§°¡����}¤2�Ï¤cªw������©��-²¾�4�h�4�:�����c§w��±T¡��c���}¤2� Á
�n���%�c¡��h�¿�����

k
¢È���6©��4���°µ��c���°µ���¤cª

y(t)
�%�c�Ã¤2��§°¸½¶$�Ä¶$¤2¡���©���©¥¶:¸

λk ³�ªÀ¤2�)§��c��®�� λ �����Ä�°�T�h�4���$¤2§��c���}¤2��4���h¤2���%�c�Ã�c§}�F¤O¤2��§°¸æ¶$�J¶<¤2¡���©���©M¶T¸M�Ô�<¤%´��4�(¤cª
λ Á � ���Ä���:¡��)���2�u�h¤O�'¼��<���4�)�c�×�'¼���§}¤T©��°��®Ê�4���h¤2�%³�c��© �����Ã�h¤2§°¡����}¤2�U¨O�4����¤+©L´g�°§°§)¶<�½µ��4��¸ ¡������F�c¶�§}� Á � �L�°�:�h�4�h�������°��®�±T¡��������}¤2�U�°�L�����}�Ê�%�2�F�M�}�O�-ª

­�¯* (£6¦ ¨O�4����¤T©������c§°����¤2¡�®��Ì�����°§°§*¤2¶��F�c�°���°��®��c�Ì�'¼���§}¤T©��°��®Ñ�4���h¤2����¶$�4���%µ��Ã�c�Ê§}�%�2���Ê�Å§°�°����§}�
¶$�4���h�4�������c�¥��¤2�:µ��4�T���}¤2���c§e­u¡���®��¿¯*¡����F� Á � ���°�¥¤2�����4��´�¤2�h©��3³��%�c�×��������µ��4�F�c®��°��®æ¤%µ��4�(�����J´g��¤2§}��°�:�h�4��µ��c§

[tk, tk+1)
©��4§��%¸Ï�����O�'¼���§}¤����}¤2�Æ¤cªn�����·�4���h¤2��� Ó �°®�¡��h��� Ù Á Ù �c��© Ù Á � ����¤%´ �����c�Ä´g���°§}�Öª¬¤2�

��¤2�:µ��4�T���}¤2���c§o­�¡���®��O¯*¡����F�½�h�F���4¨O���¿�����O�4���h¤2�¿�°���4�h�%�2�F���¿�F�c���}©�§°¸Å�c§°�h�%�2©�¸ÃªÀ¤2�
λ > 210 ÇÀ¤2�Ä�4µ��4�

λ > 27 É'³:�����)­�¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤T©��n���F�%¸Ô¨O¤2�h�)¤2��§}���h���h�F�c¶�§}��¡��T���°§ λ > 213 ³��c��©
�4µ��4�Ê�����4�
�����)�4���h¤2�
�}�u�h�4µ��4�F�c§«¤2�h©��4�h�)¤cª�¨·�c®����°��¡�©�����¨·�c§°§}�4�u�����c�M´g�°���×��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§�¨O�4����¤T©�� Á



K)8"G�5$� / � ��� I !$;}�'&}5<;}PM / ;�GQP /  Ï "&�R / � / C��'&�G�; /2S !"G���&��+C 1 ?��
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���������
	 � 
�� � �
������� 9 ! = � #5+�95� +�� )*#5+��%$ � &(+�� ��� � &(� � ��! � � � 7 �3! -3#54���� &��5� )*#5+ . �:W�Y'X21 =

0 5 10 15 20
Log2HΛL
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2

Log2HST
Λ,HmethLL

RKQMC3, N=10
RKQMC3, N=100
RKQMC3, N=1000
RKQMC2, N=1000
RKQMC1, N=1000
Runge
Heun
Butcher

������� �
	 ��
 ��� � ) 78����� #54;4���� � ��� � #57 � �%4;) !3#%+?-3#%4����3&��%��)*#%+ . ��WAY�X 1 =
�����������! "#� 
�$ � "#%'&'(*),+ "#%'&'(*)1. "#%'&'(*)10 "#%'&'(*)10

λ N = 1000 N = 1000 N = 1000 N = 10

25 −8.87234 −8.88586 −5.71718 −5.71687 −5.71446 −1.63038

26 −9.26313 −9.17274 −5.72643 −5.8531 −5.79093 −1.78973

27 −10.1041 −9.86726 −6.31692 −6.26188 −6.02894 −1.98767

28 −9.95295 −9.79758 −6.80873 −6.24588 −5.80225 0.31842

29 −11.208 −10.7435 −5.94728 −6.03407 −5.95347 0.17748

210 −11.5016 −11.6134 −5.19338 −3.91158 −4.56006 2.86029

211 −10.7611 −8.90505 −5.65698 −3.47692 −5.23753 1.29468

212 −10.6531 −5.24012 −3.95011 −3.41886 −4.53776 3.46736

213 −5.4083 −1.92602 −6.733 −6.71153 −7.15757 −0.33684

214 −2.39403 −2.37575 −3.23562 −3.83238 −4.34481 1.77534

215 −2.04463 −1.2864 −3.86274 −3.65393 −3.62819 2.62794

216 −2.24314 −1.66459 −1.00946 −0.9048 −1.49998 4.49528

217 −1.05771 −0.85625 −1.39275 −0.06356 −0.22052 4.10072

218 −0.42866 −0.42336 −1.11109 −1.2283 −1.71019 3.31797

219 −1.41526 −1.28994 −0.50625 −0.82309 −1.28871 3.3318

220 −1.97097 −0.15265 −2.66799 −3.7689 −3.32669 1.8979� � � � (0.914s) (0.52s) (1.317s) (3.9515s) (13.1045s) (0.144s)

2,314 5 	 ��
�
���� 4;4�#54 -3#54 ) +��34����5!;) +�� 9:�%$'&��3! #�-
λ

) +����3&��%��)*#%+ . ��WAY�X 1
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Runge
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������� �
	 ��
 ��� � ������� � �5+ ��� $ � � +�&(7 � 4;)*� �5$ ) + !;� � � ) $') ��)*�3!�) + �����%9 ) $ � #5! �3) $ $ �%��) + � ��� &��5� )*#5+ !?$')��2� ���3&��%��)*#%+
. �:W�Y�� 1 =

5 10 15 20
Log2HΛL5

10

15

Log2HST
Λ,HmethLL

RKQMC3, N=1000

RKQMC2, N=1000

RKQMC1, N=1000

Runge

Heun

Butcher

������� �
	 ��
���� � ) 78����� #54;4���� � ��� � #57 � �%4;) !3#%+?-3#%4����3&��%��)*#%+ . ��WAYF��1 =
��� � �����  "/� 
�$ � "-%,&'(*)'+ "#%'&'(*)1. "#%'&'(*)10 "#%'&'(*)10

λ N = 1000 N = 1000 N = 1000 N = 10

25 −0.03254 −0.02311 −0.56156 −0.5624 −0.5612 −0.23613

26 1.17245 2.86221 0.02865 0.02788 0.03007 0.33568

27 0.50327 3.21856 −0.57879 −0.59252 −0.61976 1.79124

28 4.34429 4.33091 0.20416 0.21056 0.20644 1.49253

29 4.82238 5.07044 0.13955 0.15332 0.13093 3.3962

210 1.2717 0.44702 0.00626 0.00308 −0.01275 3.98611

211 5.32135 9.6919 0.26602 0.19461 0.13048 4.64482

212 11.5943 14.8719 1.71566 1.68044 1.57747 7.51536

213 11.1378 15.3605 −0.14943 0.06415 −0.02259 7.20202

214 14.1873 15.9873 1.93997 1.99741 1.57252 11.7018

215 14.0843 15.7865 3.05771 3.47916 2.98297 13.5787

216 16.2482 16.7093 6.6045 5.70631 5.35894 14.4304

217 15.4825 16.0032 8.33202 7.58254 7.87936 17.3266

218 16.2581 18.0802 9.70491 8.74674 7.48048 17.3213

219 19.3875 20.7898 11.5075 11.1776 9.60934 17.2286� � � � (0.316s) (0.1815s) (0.669s) (1.977s) (6.486s) (0.0725s)

2,3�465 	���
�� ��� $ $ �34;4 #%4 ! -3#54 � � &��5� )*#5+ . ��WAYF��1 = �
������� 7 � � � # �:! !;� � � !;� � � $ �6-3#54
28 ≤ λ ≤ 213 � ��� � 4 �

� #5+�95� +�� )*#5+��%$ � &(+�� � � &(� � ��! � � � 7 �3! � ��� #%7 �<&(+ !;� � � $ � =
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� � � (UáuÞ�ä �hã*��åhá�Þ

���Ì�����}�½�F���c���h�4�M´��Ï����¤3´���©Ð�����c�½�����Ï­)¯( (£Ï¦ ¨O�4����¤T©��æ¶T¸Ð¹T�h�4��®�§}��³*º«»���¤2�%³*¯)¤2¡�©��°�F�c��¸��c��©
¦o¤2¡�§°�°¶��c§°¸Æ�%�c� �c§}�h¤M¶<�æ�c����§°�}��©Ë�h¤¥�h�4�F�c�h©���©�©��-²<�4�h�4�T�����c§g��±:¡��c���}¤2��� Á¥Í ���°§}�·´o�æ�c§°�h�%�2©�¸Ë����¤%´o��©
�����}�e�°�MØ 1:ÙQÚ ª¬¤2�w��±:¡��c���}¤2���w¤cª¾¤2���u©��4§��%¸���©·�c��®�¡�¨O�4�:�%³T���4�h�g´��u���h���h�4�:�h��©·�(¨O¤2�h�u®��4���4�F�c§����h¤T¤cª¾�c��©
�'¼+�h�4��©���©M�°�g�h¤Ô��±:¡��c���}¤2���)¤cª��h�4µ��4�F�c§«�h�4�F�c�h©���©¥�c��®�¡�¨O�4�:�h� Á � ¡��u�:¡�¨O�4���}�%�c§��°�:µ��������°®:�c���}¤2�Ã����¤%´o��©¾³�����c�gª¬¤2�u��§}¤%´g§°¸½µ��c��¸T�°��®O©��-²¾�4�h�4�:�����c§7��±T¡��c���}¤2���%³���¤2�:µ��4�T���}¤2���c§e­u¡���®��¿¯*¡����F�Ö¨O�4����¤+©��u���%µ��¿�h¤Ô¶<�
���h�'ªÀ�4���h��©Ã¤%µ��4�*­�¯* (£6¦��h�h���4¨O���3³"¶�¡���ªÀ¤2�)���%��µ+�°§°¸×¤��h�4�°§°§��c���°��®æ��±:¡��c���}¤2���(¤2�)�F¤2§°¡����}¤2���%³"­)¯( (£Ï¦
¨O�4����¤T©��g�%�c�½¸+�}�4§}©æ¶<�4���h�4�g�h����¡�§°�h�n�����c�M��¤2�:µ��4�T���}¤2���c§��h�F���4¨O��� Á � §°����¤2¡�®��M�����*­�¯( (£Ï¦ �h�F���4¨O���
�c�h�¿¨O¤2�h���'¼+�<�4�����°µ����2��ªÈ�c�)�2�)��¤2¨Ô��¡����°��®Ê���°¨O���}����¤2�����4������©¾³¾�Ô§��c��®��4�(���°¨O�Ä���h�4�Ã�%�c�×¶<�Ä�F��¤��h�4� Á
Ó ¡��������4��¨O¤2�h��³�­)¯( (£Ï¦U�F�h���4¨O���g¨·�%¸
���F�%¸
���F�c¶�§}�(�°�M���h�4®��}¤2�½´g���4�h�(��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§�­u¡���®��*¯*¡����F�
�h�h���4¨O���)�c§°�h�%�2©�¸
®��°µ��¿�c�M�'¼���§}¤T©��°��®O�4���h¤2� Á � §°§<�°�M�c§°§È³�­�¯* (£6¦ �h¤2§°¡����}¤2�¥�h�h���4¨O���u�%�c�½¶<�(µT�}�4´o��©
�2���u®�¤T¤+©¿��¤2¨Ô��§}�4¨O�4�:�7�h¤)�4§��2�h���}�%�c§T­�¡���®���¯*¡����F�)�h�h���4¨O����´g�°��� � �4��¨Ô�°�h���°�:�h�4���<¤2§��c���}¤2��ª¬¤2�«���%�%µT�°§°¸¤��h�4�°§°§��c���°��®·©��4§��%¸æ©��-²¾�4�h�4�:�����c§���±:¡��c���}¤2��� Á
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?���� � C������� "!$#%�'&��+C �(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� �+@
?��-, � � / ;�& = &�C$G���& /21 G�C$ Ï9<G 1 &�#Ö /�� C"&���&N�TC 1Ð�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� �T�
?��A@ � 8 / �+C /��  "& =M/ C 1 &��+C"G:;$#QG 1'/ �(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� ��?

q2W X�WAY z�d3b2k3\�[a�Q\Fb:|F\w_]f�\FdQ[a\�` WgWnWgWoWgWgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnW 0cq
q2W X�Wsr �o\Fb�\�[]^%_��Ab��J{�m � _i^"!�lA\g{�\$#Qm:\Fb:|F\�{uWgWgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnW 0�0

?���� I !$;}�'& ��G���&NG�� /Ô1 &�C$DT!$;�G��¿&�C�� / DT��G���&N�TC �(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � �
q2W �:WAY %«[]\Fl&��`'�Ab:^%[(��\'{�WgWnWgWgWnWgWnWgWoWgWgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnW��*)
q2W �:Wsr z�d3b2k3\�[a�Q\Fb:|F\w_]f�\FdQ[a\�` WgWnWgWoWgWgWnWgWnWgWnWgWnWgWgWoWgWnWgWnWgWgWnWgWnW���Y
q2W �:W X �o\Fb�\�[]^%_��Ad3bÖ{�m � _i^"!�lA\n`�m�l�_��,+Àj-��`*\FbT{.�Ad3b:^3l�{�\$#cm�\Fb:|F\�{ WoWgWnWgWnWgWgWnWgWnW��Qr

?��-� K)�+C"#Q;�! 1 &N�TC �)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� �T�
���������}�0Ò����c§n���c���O¤cª)�����æ�������h�}�Ö´��æ�°�:µ����h���°®:�c�h�× )¡��2���-¢�£¥¤2�T�h�¥¦n�c��§}¤6¨O�4����¤+©��0ªÀ¤2�Ö¨Ä¡�§°���}©��°¨O�4��¢
���}¤2���c§*�°¨Ô���h¤2�$�4�×�°�:�h�4®��F�c§}�½´g�°���Ð�h�����<���4�½�h¤��Ñ¨O�%�2��¡��h�Ï¤2�����4�½�����c�Ð�����Ã¡����-ªÀ¤2��¨�©��}�h�����°¶�¡����}¤2� Á
� ©�©��°���}¤2���c§°§°¸�³������(�°�:�h�4®��F�c��©½�}�g�c§°§}¤3´���©½�h¤0¶<�)¡��T¶$¤2¡���©���©M�c�n�����*§}¤3´��4�g¶<¤2¡���©��c��¸Ê¤cª������(�°�T�h�4®��F�Q¢���}¤2�Å©�¤2¨·�c�°� ÁOÍ �Ô�����F�c¶�§°�}�h�Æ��¤2�:µ��4��®��4�����
¤cªo�����
 )¡��2�h�-¢�£¥¤2�T�h�Ê¦n�c��§}¤M�������°¨·�c�h¤2�Ä�h¤æ�����Ôµ2�c§°¡��Ô¤cª�����Ä�°¨Ô���h¤2�<�4�*�°�:�h�4®��F�c§7¡���©��4�J��¤2��©��°���}¤2���*�°�:µ�¤2§°µ+�°��®æ¶$¤2���6�������°�:�h�4®��F�c��©Å�c��©¥�������h��±T¡��4�����0¡��h��© Á
Ó ¡��������4��¨O¤2�h��³e´o�·��¡�®�®������Ö�½¨O¤+©��-Ò��%�c���}¤2��¤cªu�c���c�����h¤��2�h�Ñ���h¤2�<¤��h��©Æ¶T¸ � §��%´ �2�¥�c��©Ë£0/�� �6ª¬¤2�
�����)�4�h�%�c���}¤2�M¤cª«§}¤3´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸½�h��±T¡��4��������´g�°���Ê�h�4®:�c�h©æ�h¤Ö�¿®��°µ��4�½©��4�����°�a¸�³�´g���}�h�M�c�h�*��¡��°�h��©Oª¬¤2�
���°��®�¡�§��c�u�°�T�h�4®��F�c��©�� Á
Â ���}�u�h���c���h�4�)�}�g¶��2�h��©M¤2�×�)ç�¤2�°�:��´�¤2� �ÏØ � � Ú ´g�°���21 Á � �c�����°��®��4�)�c��©×­ Á�Â �}�h�T¸ Á
3 �FÜ Ý+Þ)ß�à<áJâ�ã0ä�ß"åháuÞ

Â ���}�O�h���c���h�4�·�}�Ô©��4µ�¤2�h��©��h¤Æ )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�¥¦n�c��§}¤UÇÈ (£Ï¦gÉ��h���h�����}±T¡����Ôª¬¤2�Ô´��4�°®��T�h��© �°�T�h�4®��F�c���}¤2�
���h¤2¶�§}�4¨O��¤cª7�����*ª¬¤2��¨

I =

∫

[a,b]
f(x) dH(x),

Ç �+Á >3É

� �
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´g���4�h� � ©��4��¤2�h���e� s ¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§+©��}�������°¶�¡����}¤2�0´g�°���Ö��¡����$¤2��� K = [a,b] ⊆ R
s �c��© f �}���nªÀ¡����4���}¤2�´g�°���×���°��®�¡�§��c���°���}���)¤2�½�����J§}�'ª �g¶<¤2¡���©��c��¸½¤cª

K Á
��¡�¨O�4���}�%�c§��°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ï���h¤2¶�§}�4¨O�J¤cªw�����}�)ª¬¤2��¨ ªÀ�h��±T¡��4�:��§°¸×¤+���4¡��)�°�Ã���F�2�4���}����³¾� Á ® Á �°�¥�����ÄÒ��4§}©¥¤cª��¤2¨Ô��¡��F�c���}¤2���c§�Ò����c����� Á � ��¸+���}�%�c§��'¼��c¨Ô��§}�J�}�g�����Ä���h���°¨·�c���}¤2�×¤cªe�����J¨O�%�c�×¤cª��Ö�F�c��©�¤2¨ µ��c�����c�h�
X
´g�°���6�h¡����$¤2���

R
s Á �a�Ã�%�2�F��¤cªwµ��c�����c�h���*´g�°���¥¡��T¶$¤2¡���©���©6µ��c�����c�����Ö£¥¤2�T�h�O¦n�c��§}¤Ê�h�°¨Ä¡�§��c���}¤2�6�}��°���c����§°�}�%�c¶�§}��³�¶�¡���Ç¬�QªÀ�h�4���Ö���F�c���iª¬¤2��¨·�c���}¤2�"É� (£Ï¦Ì�c§°®�¤2���°����¨O�)¨Ô�°®��:�u¶<�¿��µ��c�°§��c¶�§}� Á

º«�4�
H(J)

©��4��¤2�h�Ö���������h¤2¶��c¶��°§°�°�a¸Ã¤cª
J ⊆ K

¡���©��4�
H. � �h��±T¡��4�����

ω = (y1, y2, . . . )
�}�*©��'Ò�����©

�h¤Ö¶$�
H
¢�©��}�������°¶�¡��h��©M�-ª�ª¬¤2���c§°§¾�°�:�h�4��µ��c§}�

K̃ ⊆ K
�����*ªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®
��¤2��©��°���}¤2�¥��¤2§}©��%é

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

χK̃(yn) = H(K̃).

Ó ¤2�u­u�}�4¨·�c���½�°�T�h�4®��F�c¶�§}�·Ç ���:¡��u¶$¤2¡���©���©�É�ªÀ¡����4���}¤2���g�°�n�}�n´��4§°§ �+��¤%´g�½�����c�g�����*�°�T�h�4®��F�c§�Ç �+Á >3É��%�c�¶$�¿�c�����h¤%¼+�°¨·�c�h��©×¶:¸
∫

K
f(x)dH(x) = lim

N→∞
1

N

N∑

n=1

f(yn),

´g���4�h�
(yn)n>0

©��4��¤2�h���½�c�
H
¢�©��}�h�����°¶�¡��h��© �F��±:¡��4����� Á Â ���Ã�c�°¨ �}�·�h¤Ë�����F�c¶�§°�}���Ì��¤2��©��°���}¤2���½¤2�

�°�:�h�4®��F�c��©��O�c��©��h��±T¡��4�������0�h¤¥®�¡��c�F�c�T�h���æ�����
��¤2�Tµ��4��®��4�����M¤cª* (£Ï¦Î�h���F�����}±:¡����0ª¬¤2�0¡��:¶<¤2¡���©���©
´��4�°®��T�h��©M���h¤2¶�§}�4¨O�*�c��©æ�h¤*ç]¡��h���-ª ¸
�����¿��¤2¨Ô¨O¤2��§°¸æ¡��h��©M�����F�c�h�4®�¸æ¤cª

�_<*)	'*:#�1).<9%1"-3/�#�
)><*+.L_7*:#�1% b d
Ó ¡��������4��¨O¤2�h�M�h���F�����}±:¡����
���h¤2�<¤��h��©�¶:¸ � §���´ ���Å�c��© £0/�� �ÑªÀ¤2�Ô¶<¤2¡���©���©¾³o´��4�°®��T�h��©U�°�T�h�4®��F�c���}¤2�
���h¤2¶�§}�4¨O�)�c�h�Ä�2©��c���h��©½ªÀ¤2�g�����J¡��T¶$¤2¡���©���©¥�%�2�h� Á
3 ��� ��à
���hå � åhÞ�"uà$å���� "uÞ0â 
�" ��åhä â����ÖÞ0åiß"åháuÞ*�

� §��%´ �2�ÌØ 1 �QÚ ���h�F�c¶�§°�}������©Ì�����ÃÒ��h���M±T¡��c�:���°�F�c���°µ��Å�4���h¤2�M¶<¤2¡���© ª¬¤2�M (£Ï¦�¢a�c§°®�¤2���°����¨O�×¤2�Ð�����
s
¢

©��°¨O�4�����}¤2���c§o¡����°�0�4¡�¶<��³�´g���4�h�
H

��±:¡��c§}�������
¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2� 
�Á�Â ¤¥®:�c�°�Ñ�M©����4�Ñ�°�����°®��T��°� �����M�4§��2�h�h�}�%�c§( (£6¦ ������¤2��¸Ñ´o�M�h�'ª¬�4�Ô�h¤Ï�����M¨O¤2��¤2®��F�c�����Ê¤cªJ¯*¡��°�$�4�h�Ê�c��© ���}��©��4���h�4�°�h�4�ÃØ 0 > Ú
¤2� �)�}��©��4���h�4�°�h�4�½Ø 0	�cÚ Á  )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�M¦n�c��§}¤Ï�c§°®�¤2���°����¨O�0ªÀ¤2�½ÇÀ­u�}�4¨·�c���"ÉÄ�°¨Ô���h¤2�<�4�0�°�T�h�4®��F�c§}�Ö´g�°����h�4®:�c�h©æ�h¤Ö�����*¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2�

(H = U [0, 1]s)
´��4�h�*Ò��h�h�g�°�:µ��������°®:�c�h��©½¶T¸½¹+¤2¶<¤2§ Á �a�ÏØ Ù21�Ú ���©��%�c§°�n´g�°���½�°�:�h�4®��F�c��©��%³�´g���}�F�¥�c�h�(¡��:¶<¤2¡���©���©æª¬¤2�

x1x2 · · · xs → 0 Á � ��¸T¨Ô���h¤2���}�J�4���h¤2�g�������°¨·�c�h���3³�2��´o�4§°§w�2�)�T¡�¨O�4���}�%�c§w�'¼��c¨Ô��§}���)ª¬¤2�(�F¤2¨O�����<���4���c§�ª ¡����4���}¤2���*´o�4�h�����h���F�4�:�h��©Ã¶:¸Ã¯*§°�°��®��4�ÖØ 1 � Ú ³4�*��*¤2��� ���4�)�c��©��*¡��c�ÆØ > � Ú Á
Í �J��¤2�����}©��4�u�°�T�h�4®��F�c���}¤2�¥���h¤2¶�§}�4¨O�%³�´g���}�h�×���%µ��J�����*ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®
���h¤2�$�4�����}���

• Â ���*�°¨Ô���h¤2�<�4�u�°�:�h�4®��F�c§�Ç �+Á >3Éo¤2�×�Ö��¤2¨Ô���2�4�u�h¡�¶��°�:�h�4��µ��c§�¤cª R
s �'¼+�}�h�h�n�°�½�����J�h�4���h�(�����c�u�����

§°�°¨O���
lim
c→a
c>a

∫

[c,b]
f(x) dH(x)

Ç �+Áìë É

�'¼��}���h�¿�°��©��4�<�4��©��4�:�Ö¤cªg�����
c
³�´g���4�h�

c > a
����¤2¡�§}©Æ¶$�Ô¡���©��4�h�h�h¤T¤+©Æ��¤2¨Ô�<¤2���4�:�i¢È´g�}�h� ÁMÍ �´g�°§°§�©��'Ò����¿�����}�g§°�°¨O���)�2�g�����*µ��c§°¡��¿¤cª7�����J�°¨Ô���h¤2�<�4�u�°�:�h�4®��F�c§ Á
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• ��ª$�����g�°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ê©�¤2¨·�c�°�
�}�w��¤2���¿��¤2¨Ô���2�4����¡�¶��°�T�h�4��µ2�c§$¤cª
R

s ³�� Á � Á �c�w§}�%�2�h��¤2������¤+¤2�h©��°���c�h��}�g¡��T¶$¤2¡���©���©ÑÇ
ai = −∞ ¤2�

bi = ∞ ª¬¤2���
1 ≤ i ≤ s

É'³������J§°�°¨O���

lim
c→a+

∫

[c,d]
f(x) dH(x)

���2�g�h¤·�'¼+�}���uªÀ¤2�u�4µ��4��¸ÊÒ����°�h�*Ò�¼���©½¡����<�4�u¶$¤2¡���©��c��¸
d ∈ (a,b)

³ ‖d‖ <∞ Á ����©��4�<�4��©��4�:��§°¸�³ª¬¤2�(�c�T¸MÒ�¼���©
c ∈ [a,b]

�2��§}¤3´��4�J�°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ï¶$¤2¡���©��c��¸M´g�°���
c > a

��¤2¨Ô�<¤2���4�:�i¢È´g�}�F��³¾�����
§°�°¨O���

lim
d→b−

∫

[c,d]
f(x) dH(x)

������©��e�h¤J�'¼��}���h� Á�Â ���4�Ô´��u§}�4�e�����n§}¤%´��4�n�c��©Ö¡����$�4�e�°�T�h�4®��F�c���}¤2�·¶<¤2¡���©��e�°��©��4�<�4��©��4�:��§°¸Ö�h�4��©�h¤¥�����Ê¶$¤2¡���©��c���}���Ô¤cª������
�°�:�h�4®��F�c���}¤2�L©�¤2¨·�c�°�
K

�c��©Ë©��'Ò����æ�����
µ2�c§°¡��æ¤cªu�����Ê�°¨Ô���h¤2�<�4�
�°�T�h�4®��F�c§��2�

lim
d→b

−

c→a+

∫

[c,d]
f(x) dH(x) .

• Â ���Ê�°�:�h�4®��F�c��© f(x)
�$¤��F���°¶�§°¸Å���2�Ô���°��®�¡�§��c���°���}���·�c�Ö�����Ê§}�'ªÀ�0¶<¤2¡���©��c��¸Ë¤cª)�����æ�°�:�h�4®��F�c���}¤2�

©�¤2¨·�c�°�«³�� Á � Á limxi→ai |f(x)| = ∞ ª¬¤2�u�h¤2¨O�
i ∈ {1, . . . , s} Á

• Â �����h�����°��®�¡�§��c���°���}���J�c�h�Ä������¤2��§°¸M���°��®�¡�§��c���°���}���*¤cª f(x) Á �a�M���c�����}�4¡�§��c�*�����}�)¨O�%�c���������c�)ªÀ¤2��c§°§
ε > 0

�����4�h�¿�'¼��}���h�g�h¤2¨O�
M <∞ ³���¡��F�M�����c� |f(x)| < M

ª¬¤2���c§°§
x ∈ [a+ ε, b] .

�n�'ªÀ¤2�h�×´��¥�h���%�c§°§ � §���´ ��� �s�
�°�:�h�4®��F�c���}¤2���4���h¤2�Ê¶$¤2¡���©�Ç �h�����<���4���°µ��4§°¸L�Å��§°�°®��T�
®��4���4�F�c§°�°Õ3�c���}¤2�Ìª¬¤2�
´��4�°®��T�h��©M�°�:�h�4®��F�c���}¤2�"É��h¤2¨O�J¨O¤2�h�Ä©��'Ò����°���}¤2���)�c�h�J�h��±T¡��°�h��©¾é

� k�� �l

��
1�	� �	����� Â ��� H ¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸½¤cª ω = (y1, y2, . . . )
¨O�%�2�h¡��h���g�����¿©��}�������°¶�¡����}¤2�M���h¤2�<�4�����}���

¤cª������J�F��±:¡��4����� Á �a�g�}�u©��'Ò�����©×�2�

DN,H(ω) = sup
J⊆K

∣
∣
∣
∣

1

N
AN (J, ω) −H(J)

∣
∣
∣
∣
,

Ç �+Á � É

´g���4�h�
AN

��¤2¡��:�h�)�����*�:¡�¨�¶$�4�(¤cª7�4§}�4¨O�4�T�h���°�
(y1, . . . , yN )

ªÈ�c§°§°�°��®O�°�:�h¤Ô�����¿�°�:�h�4��µ��c§
J
³�� Á � Á

AN (J, ω) =
N∑

n=1

χJ(yn).

� k�� �l

��
1�	� �	��n�� �o¸æ�Ö���c�����°���}¤2�
P
¤cª
K
´o�J¨O�%�c�Ã�Ö�F�4�u¤cª

s
Ò����°�h�¿�h��±T¡��4�������

(j = 1, . . . , s)
³

aj = ν
(j)
0 ≤ ν

(j)
1 ≤ · · · ≤ ν(j)

mj
= bj .

���M��¤2�������4���}¤2�¥´g�°���×��¡��F�×�Ö���c�����°���}¤2�×¤2���¿©��'Ò������uªÀ¤2�u�%�2�F�
j
�a´�¤·¤2�<�4�F�c�h¤2�h�u¶T¸

∆jf(x(1), . . . , x(j−1), ν
(j)
i , x(j+1), . . . , x(s)) =

f(x(1), .., x(j−1), ν
(j)
i+1, x

(j+1), .., x(s))−f(x(1), .., x(j−1), ν
(j)
i , x(j+1), .., x(s))

ªÀ¤2�
0 ≤ i < mj

�c��©

∆∗
jf(x(1), . . . , x(j−1), 1, x(j+1), . . . , x(s)) =

f(x(1), .., x(j−1), ν
(j)
i+1, x

(j+1), .., x(s))−f(x(1), .., x(j−1), 0, x(j+1), .., x(s)).
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� k�� �l

��
1�	� �	���~� Ó ¤2�(��ª ¡����4���}¤2� f ¤2� K ³+´��¿�F�4�g�����Jµ2�c�����c���}¤2�×�°�½�����¿�h�4���h�*¤cª	�)�°�F�c§°���2�oª¬¤2§°§}¤%´u�

V (l)(f) = sup
P

m1−1∑

i1=0

· · ·
ml−1
∑

il=0

∣
∣
∣∆1,...,lf(ν

(1)
i1
, . . . , ν

(l)
il

)
∣
∣
∣ ,

´g���4�h�J�����Ä�h¡����h�4¨Ä¡�¨ �}�)�'¼+�h�4��©���©×¤%µ��4�(�c§°§����c�����°���}¤2���
P
¤cª
K ÁwÂ ���Äµ2�c�����c���}¤2�×¤cª f �h���������}�4�h��©×�h¤�c�½�°�:�h�4��µ��c§

[a,b]
´g�°§°§¾¶$�J©��4��¤2�h��©

V[a,b](f) Á
Ó �°���c§°§°¸O§}�4� 1 ≤ l ≤ s

³
1 ≤ i1 < · · · < il ≤ s

�c��©
V (l)(f ; i1, . . . , il)

¶<������� �)�°�F�c§°�<µ��c�����c���}¤2�½¤cª������
�h���������}�4���}¤2�×¤cª

f
�h¤Ö�����

l
¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§¾ªÈ�2���

{(u1, . . . , us) ∈ K : uj = bj for j 6= i1, . . . , il} .

Â ���*µ2�c�����c���}¤2�¥�°�½�����¿�h�4���h�J¤cª � �c�h©�¸æ�c��©M¯*�F�c¡��F�J�}�u©��'Ò�����©½¶T¸

V (f) =
s∑

l=1

∑

1≤i1<···<il≤s

V (l)(f ; i1, . . . , il).
Ç �+Á 1 É

�(�c��¡��F�c§°§°¸
f
�}�u�%�c§°§}��©M¤cª7¶$¤2¡���©���©Mµ2�c�����c���}¤2�×¤2�

K
³�´g���4�

V (f) <∞ Á
iGjlk �	� k>m �	��� o x ���~� m������ � ��� � �	� � k � � � ��
������P� � 3F% f a 3c7 � +>)	 !%��T'*) ' � a '*+>)	6$346`�K7*:#�T7;%���';)
?H�1) %1"S3G�!3#),�!3C' �2� 7*:46 b 7;)	6f�G:W7*+.�!3 I '*) K 7;)	6 ω = (y1, y2, . . . ) 7X�P3��F+,3#)	 539'*) K d � "-3X� �p�
�
)	%A3T<*:47;%���';)^3F:R:4'*:Y (7;) a 3 a '*+>)	6$346 a#b

∣
∣
∣
∣
∣

∫

K
f(x)dH(x) − 1

N

N∑

n=1

f(yn)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V (f)DN,H(ω).

Ç �+Á 0 É

� ���h¤+¤cªu¤cªg�����}�Ä���4�:���F�c§o������¤2�h�4¨ �%�c�Ë¶$�ÔªÀ¤2¡���©Å� Á ® Á �°�UØ 0 > Ú ªÀ¤2�Ä�����Ô¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2�«³e�c��©
�°�UØ � �cÚ ª¬¤2�¿®��4���4�F�c§n©��}�������°¶�¡����}¤2��� � Ç ¡��h�°��®Ã�½��§°�°®��T�����<���4���c§°�°Õ3�c���}¤2�Ñ�h¤Mµ��c�����c���}¤2�Æ�°�Å�����·¨O�%�2��¡��h�
�h�4���h�3É Á
���ÑØ Ù21�Ú ³«¹+¤2¶$¤2§�§}¤+¤ ����©Ã�c�Ä )¡��2���-¢�£Ã¤2�:�h�O¦n�c��§}¤Ê�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Å¤cª��h�°��®�¡�§��c�)ªÀ¡����4���}¤2���(´g�°���6�h�����$���4�(�h¤
�����g¡����-ª¬¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2� Á�� �n®:��µ�����¤2��©��°���}¤2���wªÀ¤2���°�h�w��¤2�:µ��4��®��4�����)�°�:µ�¤2§°µ+�°��®Ä�����oªÀ¡����4���}¤2�Ê�2�e´o�4§°§�2�g�����J�h��±T¡��4�����J¡��h��© Á �a�½���c�����}�4¡�§��c�%³����}�u������¤2�h�4¨ �h�%�2©��%é
iGjlk �	� k>m �	��n o�
~����� � � � ����� �P� � 3F% i′ ⊆ {1, . . . , s} 7;)	6 Ki′

a 3Y%1"S3 a '*+>)	6N7*: b ' � [0, 1]s @�"S3#:(3]7*L
L
 ('P'*:46*�1)	7;%A3R� x(i) = 1

� '*: i /∈ i′ d �l3F% � +>:F%1"S3#:#=|';:43 c < cN J @�"-3#:43 cN = min1≤µ≤N

(

x
(1)
µ , . . . , x

(s)
µ

)

J
7*)	6 Gi′ %1"S3 �S7*:F%�' � Ki′ J @�"-3#:43 x(i1), . . . , x(ij) ≥ c d �
�B� ';:Y3#��3#: b i′ %1"S3G�
)	%A3T<*:47*L

∫

Ki′

x(i1) · · · x(ij)
∣
∣
∣f (i′)(x(i′))

∣
∣
∣ dx(i′) Ç �+Á Ù É

 ('*),�*3#:�<.3R�C7*)�6
Di′

N (x1, x2, . . . )

∫

Gi′ (c)

∣
∣
∣f (i′)(x(i′))

∣
∣
∣ dx(i′) = o(1) ,

Ç �+Á � É

%1"S3#) limN→∞ 1
N

∑N
µ=1 f(xµ) =

∫

[0,1]s f(x)dx d
���¥�����}�(���c�$�4�(´��0´g�°§°§�®��4���4�F�c§°�°Õ%�������}�(�h����¡�§°�(�h¤
´��4�°®��:�h��©6�°�T�h�4®��F�c���}¤2�«³¾´g���}�h�6¨O�%�c���*�°�T�h�4®��F�c���}¤2�
´g�°���Æ�h�����<���4�¿�h¤Ã�c��¶��°���F�c��¸Å©��4�����°���}���

h(x) ÁæÍ �O´g�°§°§n�c§}�h¤½�°�:µ����h���°®:�c�h�
�h�4µ��4�F�c§�´o�%¸+���h¤×��¤2��������¡��4������½�h��±T¡��4�������Ô������©���©�ª¬¤2�
 (£6¦ �°�T�h�4®��F�c���}¤2�U´ Á � Á � Á �c��¶��°���F�c��¸�©��4�����°���}���
�c��©����h¤2�<¤��h�æ´n��¸��O�h¤¤%µ��4�h��¤2¨O���h¤2¨O�*���h¤2¶�§}�4¨O�)¤+���4¡������°��®O�°�M��¤2�Tµ��4�:���}¤2���c§7¨O�4����¤T©�� Á
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3 ��� � 	�� áuÞ*� �:â�å �)�eÞ��"åháuÞ*" �½ä5"�� �

º«�4�(¡��uÒ��h���*��¤2�����}©��4�(������¤2���'¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§7�%�2�F� Á�Â ����¨·�c�°�¥������¤2�h�4¨ ¤cªw�����}�*�h���4���}¤2�Ã®��4���4�F�c§°�°Õ%���
�c��©Ö��¤2¨Ä¶��°�����e�����n¯�¤ ����¨·�(�°����±T¡��c§°�°��¸MÇ �+Á >3É��°�Ô¤2���o©��°¨O�4���h�}¤2�Ô´g�°���
¹+¤2¶$¤2§ �s�e��¤2�Tµ��4��®��4�����g������¤2�h�4¨Ø Ù212Ú ª¬¤2�* (£Ï¦ �°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ï¤cªw���°��®�¡�§��c���°�T�h�4®��F�c��©�� Á �a�����h�%�2©M¤cªe�����¿¡����-ª¬¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2�«³"´��Ä´g�°§°§
�2�h��¡�¨O�g�c�O�c��¶��°���F�c��¸�©��}�������°¶�¡����}¤2�

H(x)
¤2�

[a, b]
�c��©0�h��¤%´ ��¤2�:µ��4��®��4������¤cª������u (£6¦Ë�°�T�h�4®��F�c���}¤2� Á

Â ���Ê¨Ä¡�§°���-¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§(�%�2�h�Ê´g�°§°§g¶$�Ê���h�%�c�h��©��°� �Ã���°¨Ô�°§��c�Ô¨·�c�����4�Ô�°�������
���'¼��O�h���4���}¤2�«³w�F¤¥´o����h���h�4�:�������¿���°¨Ô��§}�4��¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§��%�2�h�*���4�h�J�h¤Ô®��°µ����Ö�4§}�%�c�u���}�4��¡��h�¿¤cª7�����J�}©��%�2� Á
� 7:987<; �
	�� J � >�� �������Ñ
2F���	 > �#B
� k�� �l

��
1�	� ��� � � Ó ¤2�u�Ä�h��±T¡��4����� ω = (y1, y2, . . . )

§}�4�
cN = min1≤n≤N yn

¶<�������*��¨·�c§°§}���h�oµ��c§°¡��
¤cª������(Ò��h�h�

N
�4§}�4¨O�4�T�h��¤cª7�����¿�h��±T¡��4����� Á

iGjlk �	� k>m �����~� �l3F% a ≤ c ≤ cN d �
� 7X�P3��F+,3#)	 53 {yi}i∈N 7;)	6Q7c6*� ��3#:(3#)�%��T7 a L 3 � +.)	 P%���'*) f(x) '*)
[a, b] @B��%1"Q7f�R�1).<*+>L_7*:R��% b '*)�L b 7N% %1"S3�L 3 � % a '*+>)	6N7;: b �F7;%��
� � b %1"S3Y ('*)	6;�1%��T'*)

DN,H(ω)

∫ b

c

∣
∣f ′(x)

∣
∣ dx = o(1)

Ç �+Á�� É

7��9@ 3#L1L�7*� cN → a
� '*: N → ∞ J %1"S3#)�%1"S30����� 3R�F%��
=f7;%H'*: 1

N

∑N
n=1 f(yn)  ('*),��3F:�<$3#�8%H' %1"-3

�K7*L +-3]' � %1"S3/�1=��	:4'R�-3#:Y�
)�%A3H<*:W7;Ll' � f(x) '*) [a, b] 


lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f(yn) =

∫ b

a
f(x)dH(x)

Ç �+Á�� É

e 3#=f7*:Rg �+Á > d�Ó ¤2�¥��¤2��¢�©��-²¾�4�h�4�:�����c¶�§}��ª ¡����4���}¤2���Ã�����Ñ��¤2��©��°���}¤2� �}�Ã���°¨Ô�°§��c�Ã¡����°��® �����Æµ��c�����c���}¤2�
V[cN ,b)(f)

�°�����h�%�2© ¤cª)�����æ�°�T�h�4®��F�c§)¤cª(�����½©��4���°µ2�c���°µ�� Á�Â ���æ¨�¡�§°���}©��°¨O�4�����}¤2���c§(�%�2�F�
´g�°§°§�¶$�
ª¬¤2�i¢¨Ä¡�§��c�h��©×�°�M��¡��h�¥�0¨O¤2�h�¿®��4���4�F�c§�¨·�c�����4� Á
h :4'P' � d�Â ¤·���h¤3µ��½Ç �+Á�� Ég´o�Ä´g�°§°§w�c�����h¤�¼��°¨·�c�h� ∫ b

c f(x)dH(x)
´g�°��� 1

N

∑N
n=1 f(yn)

�c��©¥�h��¤%´ �����c�
�����J�h�4¨·�c�°���°��®Ê�h�4��¨O�u�h�4��©M�h¤OÕ%�4�h¤ Á�Í �°����¤2¡���§}¤��h��¤cª7®��4���4�F�c§°�°�a¸M´��Ä�%�c�Ã�2�h��¡�¨O�¿�����¿�h��±T¡��4�����¿�h¤
¶$�J�F¤2���h��©¾³��c��©æ´��¿©��'Ò����

y0
�c��©

yN+1
�h¤Ö�����c�

c = y0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yN ≤ yN+1 = b Á
Ó �°�h���%³�´��¿���h�F�c¶�§°�}���¥�c�½�}©��4�:���°�a¸M���°¨Ô�°§��c�u�h¤Oº��4¨Ô¨·� 0 Á >¿¤cªgØ 0 > Ú é

1

N

N∑

n=1

f(yn) −
∫ b

c
f(x)dH(x) = H(c) · f(b) −

∫ b

c

(AN ([c, x) , ω)

N
−H([c, x))

)
df(x)

Ç �+Á > � É

Â ���(�c¶<¤%µ��)�}©��4�:���°�a¸
�%�c�Ê¶$�����h¤%µ���©Ê¶:¸·�°���h�4�����°��®��h�4��¨O�3³+�c����§°¸+�°��®Ö�°�:�h�4®��F�c���}¤2�æ¶:¸O���c���h�g�c��©
¡����°��®
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�����(ª¬�2�4�������c�
H(x)

�}�)�Ô©��}�������°¶�¡����}¤2�½ªÀ¡����4���}¤2�×¤2�
[a, b] Á

1

N

N∑

n=1

f(yn) −
∫ b

c
f(x)dH(x)

=
1

N

N∑

n=1

f(yn)−(1−H(c)) f(b) + [H(x)−H(c)] f(x)|bc −
∫ b

c
f(x)dH(x)

=f(yN+1) −
N∑

n=0

n

N
(f(yn+1) − f(yn))

− f(b) +H(c)f(b) +

∫ b

c
[H(x) −H(c)] df(x)

= −
N∑

n=0

∫ yn+1

yn

n

N
df(x) +H(c)f(b) +

∫ b

c
[H(x) −H(c)] df(x)

=H(c)f(b) −
∫ b

c

(AN ([c, x) , ω)

N
− ·H([c, x))

)
df(x)

� �����J�����}�g�}�u���h�F�c¶�§°�}������©¾³������¿��¤2�Tµ��4��®��4�����¿�}�u¤2¶TµT�}¤2¡��%é
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f(yn) −
∫ b

a
f(x)dH(x)

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫ c

a
f(x)dH(x)

∣
∣
∣
∣
+ |H(c)| |f(b)| +DN,H(ω)

∫ b

c

∣
∣f ′(x)

∣
∣ dx

� ����¤2�h©��°��®Ï�h¤×�����æ��¤2�Tµ��4��®��4�����M¤cª������Ê�°¨Ô���h¤2�$�4�Ö�°�T�h�4®��F�c§u¤2�Ñ�����
´g��¤2§}�æ�°�:�h�4��µ��c§È³e�����
Ò��h���Ô�c��©�h����¤2��©½�h�4��¨O���h�4��©M�h¤ÔÕ%�4�h¤·�2�
c → a

³��c��©M�����¿��¤2��©��°���}¤2�Ã¤cªe�����J������¤2�h�4¨ �4����¡��h���������c�������J�����°�h©
�h�4��¨ �}�

o(1)
�c��©½���:¡��(�c§}�h¤Ö�h�4��©��g�h¤ÔÕ%�4�h¤ Á

e 3#=f7*:Rg �+Áìë,dJÂ ���6¨Ô�°���°¨·�c§¿�4§}�4¨O�4�T� cN ¤cª������6¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§ � �c§°�h¤2��¢��h��±T¡��4�����6�°�Ì¶��2���}�
2Ç ´g���}�h�æ��¤2�°���4�}©����o´g�°���·����� Ó �c¡��h�(�c��©æ¹+¤2¶$¤2§$�h��±T¡��4��������É7�}��§��c��®��4�������c� 1/2N Á �a�
�c��¶��°���F�c��¸O¶��2�h���

p
³������J��¨·�c§°§}�������4§}�4¨O�4�T�(�c¨O¤2��®O�����JÒ��h���

N
�%�c�×¶$�*¶<¤2¡���©���©æªÀ�h¤2¨ ¶$�4§}¤3´�¶:¸

1/pblogp Nc+1 Á
� 7:987�� � ���w� > @$
��a� � �GM��¬
2@�� L��Ñ�c���8M���� �����

Â ���0¨·�c�°�Å©��F��´g¶��2� �<³�ª �h¤2¨ �
���F�2�4���}�%�c§w�<¤2�°�:�¿¤cª�µ+�}�4´¿³¾¤cª������Ö���h������©��°��®×������¤2�h�4¨ �}�*������§��2� �Ã¤cª
�h��±T¡��4�������Ä´g�°����§}¤%´

H
¢�©��}�F�4�h�4���c���4¸ Á �a�Æ���F�2�4���}�%�c§g�}�F��¡�����¤2���
���2���h¤×®��4���4�F�c�h�Ê�������h�Ê�h��±T¡��4�������¶:¸Ê���F�c���iª¬¤2��¨·�c���}¤2�MªÀ�h¤2¨ ¡����-ªÀ¤2��¨ §}¤%´ ©��}�F�4�h�4���c���4¸æ�F��±:¡��4������� Á�Ó ¤2��©��}�������°¶�¡����}¤2���3³�´g���4�h�¿�'¼���§°�}�4�°��°�:µ��4�h�h�6©��}�������°¶�¡����}¤2� ªÀ¡����4���}¤2���M�c�h�Ã�%µ2�c�°§��c¶�§}��³)�����¥���F�c���iªÀ¤2��¨·�c���}¤2��¤cª¿�����Ã¡����-ª¬¤2��¨ ©��}�������°¶�¡��h��©

�h��±T¡��4�����
(x1, x2, . . . )

¶T¸¥�c�6�°�:µ��4�h���}¤2�6¨O�4����¤+©
yi = H−1(xi)

�}�(¤2¶:µ+�}¤2¡�� ÁJÂ ���}�(���F�c���iªÀ¤2��¨·�c���}¤2����h���h�4��µ����g�����¿©��}�F�4�h�4���c���4¸�³�� Á �

DN (x1, x2, . . . ) = DN,H (y1, y2, . . . ) .
Ç �+Á >(>3É


 ��ª¬¤2����¡����c�h�4§°¸Mª¬¤2�*¨O¤����*©��}�������°¶�¡����}¤2���J�����0�°�:µ��4�h�h�Ô©��}�h�����°¶�¡����}¤2�6ª ¡����4���}¤2�Ï�}�(��¤2�*®��°µ��4�Ï�'¼+��§°�}�4�°��§°¸�c��©½©��°�h���4���T¡�¨O�4���}�%�c§�¨O�4����¤+©��nªÀ¤2�������*�°�:µ��4�h���}¤2�6�c�h�¿¤cª �h�4�½�°���
�·�4�}�4�T� Á
��� Ø 1 �QÚ ³ � §��%´ �2�Ã�c��©Ñ£2/�� �Ï���h¤2�$¤��h�æ�M�h¸+���h�4¨·�c���}�
¨O�4����¤+©Åª¬¤2����¤2��������¡��4���°��®

H
¢�©��}�������°¶�¡��h��©��h�'¢

±:¡��4�������3³"´g���}�F�æç]¡��h�)¡��h���(�����0©��}�������°¶�¡����}¤2�6ªÀ¡����4���}¤2�Ã¶�¡��*��¤2�*�°�h�(�°�:µ��4�h�h� Á¿Í �Äª¬¤+�4¡��)¤2�6�����Ö�%�2�h�
K = [0, 1] Á
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� k�� �l

��
1�	� �	�����(º«�4�
ω = (x1, x2, . . . )

¶<�Ö�æ�F��±:¡��4�����Ô�°�
[0, 1)

´g�°���Æ©��}�F�4�h�4���c���4¸
DN (ω)

´g�°���
�h�4®:�c�h©Ä�h¤������w¡����-ª¬¤2��¨ ©��}�h�����°¶�¡����}¤2� Á�Â ���o�h��±T¡��4����� ω̃ = (ỹ1, ỹ2, . . . )

�}��©��'Ò�����©��h¤u¶<�w�����o�h��±:¡��4�����
��¤2�����}�����°��®·¤cª7�����*�<¤2�°�:�h�

ỹk =
1

N

N∑

r=1

b1 + xk −H(xr)c =
1

N

N∑

r=1

χ[0,xk] (H(xr)) .
Ç �+Á > ë É

� k>m`m�� ����� � � 3!% %1"S3��P3��F+,3#)	 53 ω̃ a 3C6$3�Z�)�346 a#b � � d Ç �+Á > ë É 7*)	6 M = supx∈[0,1]h(x) d � "S3#) %1"S3
H EW6*���! F:(3A�S7*)	 b ' � ω̃  (7*) a 3 a '*+>)	6$3(6 a#b %1"S3 � '*L
L_'*@B�1).<9�
)�3 �F+S7;L\��% b

DN,H(ω̃) ≤ (1 +M)DN (ω).

� §°§��<¤2�°�:�h�¿��¤2��������¡��4�h��©6¶T¸×����� � §���´ ���Q¢�£2/�� �¥¨O�4����¤+©Ï�c�h�Ô¤cª�������ªÀ¤2��¨
i/N

³
(i = 0, . . . , N)

³¾�°�
���c�����}�4¡�§��c�%³��h¤2¨O�*�4§}�4¨O�4�:�h�

ỹk
¤cª������(���F�c���iª¬¤2��¨O��©Ê�F��±:¡��4�����

ω̃
¨Ô�°®��:���2�h��¡�¨O�J��µ��c§°¡��(¤cª

0 Á ¹T�°����������}���}�������n���°��®�¡�§��c���°�a¸�¤cª
f(x)

³��2����¤2�h©��°��®J�h¤ Â ����¤2�h�4¨ �+Á � �������h�o�h��±T¡��4�������e�c�h����¤2�e©��°�h���4��§°¸��h¡��°�h��©ªÀ¤2�g¡��T¶$¤2¡���©���©×���h¤2¶�§}�4¨O� Á
� k�� �l

��
1�	� �	���~� Â ¤Ï¤%µ��4�h��¤2¨O�½�����}�Ö���h¤2¶�§}�4¨M³�´��½©��'Ò����M�����Ê�F��±:¡��4����� ω̄ ªÀ¤2�

i = 1, . . . , N
�2�

ªÀ¤2§°§}¤3´u�%é

ȳk =







ỹk
�-ª
ỹk ≥ 1

N ,

1
N

�-ª
ỹk = 0.

Ç �+Á > � É

iGjlk �	� k>m �	����� � "-3 H E 6*�
�F !:43A�-7*)	 b ' � ω̄ �
� a '*+>)	6$346 a#b

DN,H(ω̄) ≤ (M + 1)

(

DN (ω) +
1

N

)

.

h :4'P' � d º��4� (x̄1, x̄2, . . . )
�c��©

(x̃1, x̃2, . . . )
¶<�(�����¿�h��±T¡��4�������u¤2¶��F�c�°����©½¶T¸

x̄i = H(ȳi)
³��h���h� Á x̃i =

H(ỹi) Á �o¸ �w± Á Ç �+Á >(>3Ég�°�u�}���h¡ �·�4�}�4�:�(�h¤O�������°¨·�c�h�¿�����Ä¡����-ªÀ¤2��¨>©��}�h�4�h�4���c���4¸M¤cª
(x̄1, x̄2, . . . ) ÁoÓ ¤2�¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�F�4�h�4���c���4�}���e������ªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®Jª¬�2�4�7�}�7´o�4§°§ �T��¤3´g�×ÇÀ� Á ® Á �)�}��©��4���h�4�°�h�4��Ø 0	�QÚ É'é�º«�4� (u1, u2, . . . )�c��©

(v1, v2, . . . )
¶<���a´�¤Ö�h��±T¡��4�������o�°�

[0, 1]
´g�°���Ê©��}�F�4�h�4���c���'�}���

D1
�c��©

D2
³:�����4� |D1 −D2| < ε

³
´g���4���4µ��4�

max1≤i≤N |ui − vi| < ε Á�)¤3´¿³������J�%�c§}�4¡�§��c���}¤2�

|xk − x̄k| ≤ |xk − x̃k| + |x̃k − x̄k|

=

∣
∣
∣
∣

∫ ỹk

yk

h(t)dt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫ ỹk

ȳk

h(t)dt

∣
∣
∣
∣
≤M

(

DN (x1, x2, . . . ) +
1

N

)

.

��¤2¨Ô��§}�4�h���u�����J���h¤+¤cª Á
e 3#=f7*:Rg �+Á � dnÂ ����©��}�h�4�h�4���c���4¸¥¤cªw¡����-ª¬¤2��¨ §}¤3´ ©��}�F�4�h�4���c���4¸¥�h��±T¡��4���������}�)��¸+���}�%�c§°§°¸×¤cªw�����0¤2�h©��4�
O( log N

N )
Ç �h����� Á O( 1

N )
ªÀ¤2�¿���4�h�'É Á·Â ���4�h�'ª¬¤2�h�O�����
�2©�©��°���}¤2���c§�ª¬�2�4�h¤2� (1/N)

¤2���O�°�����4���°�h�Ä����¤2¡�®��
�����J�����-ªÀ�ÄÇ �+Á > � Én©�¤T���u��¤2�)�Q²<���4�������¿�2��¸T¨Ô���h¤2���}�¿¶$�4���%µT�}¤2�(¤cª������*�°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ã�4���h¤2� Áe 3#=f7*:Rg �+Á 1 d � ��¤2�����4�¿¨O�4����¤T©Å�h¤M��µ�¤2�}©Å�����O�°�:µ��4�h���}¤2�Ñ�%�c�Ï¶$�Ô¤2¶��F�c�°����©Æ¶:¸Å�æ��¡��°�F�c¶�§}�Ô�°�T�h�4®��F�c§���F�c���iª¬¤2��¨·�c���}¤2� ÁÆÍ �°���������
���4§°� ¤cª(��¡��h�U�¥���F�c���iª¬¤2��¨·�c���}¤2�«³��°��£Ã¤2�:�h�×¦n�c��§}¤Å�c§°®�¤2���°����¨O�O¤cªÀ�h�4�
�h�'ªÀ�4���h��©M�h¤O�2�g�°¨Ô�$¤2���F�c�������F�c¨Ô��§°�°��®�³��°�g¨Ô�°®��T�)�4µ��4�M¶<�*�$¤��F���°¶�§}�*�h¤·��µ�¤2�}©×�h¤2¨O�¿���°��®�¡�§��c���°���}��� Á
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3 ��� & ã��iß$å � "gà<å�"nß
� ��åhÞ*�uã*��"gà�åhÞ)ß#���gà4"nß"åháuÞ

Í �*´g�°§°§«��¤%´ §}¤T¤ �½�c�)�c��¶��°���F�c��¸T¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§��°�T�h�4®��F�c§}�
∫

[a,b]
f(x) dH(x) ,

Ç �+Á > 1 É
´g���4�h�J�����*�°�:�h�4®��F�c���}¤2�6©�¤2¨·�c�°�M�}�g�F�����4�Ã�2���Ô��¤2¨Ô���2�4����¡�¶��°�T�h�4��µ2�c§

[a,b]
¤cª

R
s Á

e 3#=f7*:Rg �+Á 0 d�Â ���}�g�}�n��¤0�h���������}�4���}¤2�«é��Èª7�c�:¸æ¤cª������J©��°¨O�4�����}¤2���g�}�n¡��T¶$¤2¡���©���©¾³�´��J�%�c�æÒ��h���u�%�c����¸¤2¡��*�����0�%�c§}�4¡�§��c���}¤2�Ë¤2�6��¤2¨Ô���2�4�J�°�T�h�4��µ2�c§}���c��©¥�����4�Ï�F�����0�����0§°�°¨Ô�°�h�J�h¤Ê�°��Ò����°��¸Ï�2�(�°��©��}�%�c�h��©Ï�°�
¹+���4���}¤2� �+Áìë�Á

� 7���7<; � > � L �<B ����@ > �����

Â ���·��¤2�F�c���}¤2���O�c��©Ñ¤2�<�4�F�c�h¤2�h�Ö¡��h��©Æ�°�Ñ�����Ê�h��±:¡��4§g�c�h�Ê©��'Ò�����©Ë�°� ¹+���4���}¤2� �+Áìë�Á �a���2©�©��°���}¤2�Ñ´o�������©½�����J��¡�¨Ô¨·�c���}¤2�Ã��¸T¨�¶$¤2§ ∑∗ é
� k�� �l

��
1�	� ������� �(�°µ��4� �c� �'¼����h���h���}¤2�

F
©��4�$�4��©��°��® ¤2� µ��c�����c¶�§}���

x(r), . . . , x(s) �c��© �����c�i¢
���°���}¤2� ¤cª

Nr,s = {r, r + 1, . . . , s} �°�T�h¤ ��´o¤L�h¡�¶��h�4�h�
L = {x(l1), . . . , x(lp)} �c��©

Nr,s \ L =

{x(lp+1), . . . , x(ls−r)} ³�´��¿¡��h�*�����J��¤2�F�c���}¤2�

F (L) = F
(

x(l1), . . . , x(lp);x(lp+1), . . . , x(ls−r)
)

.

Â �����h¡�¨Ô¨·�c���}¤2�6¤2�<�4�F�c�h¤2� ∑∗ �}�*©��'Ò�����©Ï�2�(�������h¡�¨>¤3µ��4�J�c§°§7�4§}�4¨O�4�:�h�J¤cª��������h�4� Pp = {L ⊆
Nr,s :

�%�c�h©
(L) = p} ³�� Á � Á

∑∗

r,...,s;p

F =
∑

L∈Pp

F (L).

Â ���e�°�:�h�4®��F�c���}¤2�0¶:¸*���c���h�«ªÀ¤2��¨�¡�§��g¡��h��©J�°�Ä�����e���h¤T¤cª�¤cª������e���h�4µ+�}¤2¡����h���4���}¤2�ÄªÀ¤2�«©��-²¾�4�h�4�:�����c¶�§}�o¤2���'¢©��°¨O�4�����}¤2���c§�ªÀ¡����4���}¤2���w�%�c�Ö¶$�o®��4���4�F�c§°�°Õ%��©Ö�h¤¿�c��¶��°���F�c��¸
s
¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§�ªÀ¡����4���}¤2��� Á �����}�e��¤2¨Ô¨O¤2��§°¸�h�'ªÀ�4���h��©M�h¤O�2� � ¶<�4§ �s�u��¡�¨Ô¨·�c���}¤2�MªÀ¤2��¨�¡�§���é

� k>m`m�� ��� �`o�� � k ���M�/� � m�m�� ��
1�	� u ��� m � � � � k �_s � � ��� � �P� �l3F% f(x) 7*)	6 g(x) %�@[' � +>)	 !%��T'*)-��'*)
[a,b] J 7*)	68L 3F%

(

η
(j)
0 , η

(j)
1 , ..., η

(j)
mj

)

7*)	6
(

ξ
(j)
0 , ξ

(j)
1 , . . . , ξ

(j)
mj

)

@B��%1" j = 1, . . . , s
a 3|%�@['G�S7*:F%���%���'*),�

' � %1"S3G�1)�%A3#:#�K7*L [a,b] d � "S3F)
m1−1∑

i1=0

· · ·
ms−1∑

is=0

f
(

ξ
(1)
i1+1, . . . , ξ

(s)
is+1

)

∆1,...,sg
(

η
(1)
i1
, . . . , η

(s)
is

)

=

s∑

p=0

(−1)p
∑∗

1,...,s;p

∆∗
p+1,...,s

m1−1∑

i1=0

· · ·
mp−1
∑

ip=0

g
(

η
(1)
i1
, . . . , η

(p)
ip
, x(p+1), . . . , x(s)

)

× ∆1,...,pf
(

ξ
(1)
i1
, . . . , ξ

(p)
ip
, x(p+1), . . . , x(s)

)

.
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 �h�°��® � ¶<�4§ �s�J��¡�¨Ô¨·�c���}¤2�Ïª¬¤2��¨Ä¡�§��ÅÇ �+Á > 0 É4³<´o�O�%�c�Ï��¤%´Î���h¤3µ��Ô�����Ô��¤2�:µ��4��®��4�����
¤cª������
s
¢�©��°¨O�4��¢

���}¤2���c§« )¡��2���-¢�£¥¤2�T�h�Ä¦n�c��§}¤Ö�������°¨·�c�h¤2�n�h¤������)µ��c§°¡��(¤cª��������°¨Ô���h¤2�<�4�n�°�:�h�4®��F�c§�Ç �+Á > 1 É4³��4µ��4�æ����¤2¡�®���������°�T�h�4®��F�c��©Ô�%�c��¶<�o���°��®�¡�§��c�e¤2��������´g��¤2§}�o§}�'ª ��¶$¤2¡���©��c��¸�¤cª��������°�T�h�4®��F�c���}¤2�·�c�h�%� Á ¦o¤2�:µ��4�:���}¤2���c§¨O�4����¤T©���¡���¡��c§°§°¸0�c����§°¸¿������¯)¤ �+�h¨·�Q¢ � §��%´ �2�(�°����±T¡��c§°�°��¸½Ç �+Á 0 É Á � �4�h�������}���°����±:¡��c§°�°�a¸�©�¤+������¤2��®��°µ���c�Ï¡����$�4�Ä¶$¤2¡���©Ãª¬¤2�¿�����Ö�°�:�h�4®��F�c���}¤2���4���h¤2�%³«¶<���%�c¡��h�Ô�����Ô�h�°��®�¡�§��c���°��¸Å�%�c¡��h���J�����Ôª ¡����4���}¤2�Å�h¤æ¶<�
¤cªg¡��:¶<¤2¡���©���©Æµ��c�����c���}¤2�Ë¤2�

[a,b] ÁÊÍ �·¤2��§°¸6�h��±T¡��°�h�O�����ÔªÀ¡����4���}¤2�Ñ�h¤½¶$�
¤cªg¶$¤2¡���©���©Æµ2�c�����c���}¤2�¤2���4µ��4��¸Ë��¤2¨Ô���2�4�O��¡�¶��°�T�h�4��µ2�c§�¤cª
(a,b] ÁÅÂ ���æ���h¤+¤cª)´g�°§°§oª¬¤2§°§}¤%´ �����Ê§°�°�����Ô¤cª)�����Ê���h¤+¤cª(¤cª)�����

¯�¤ ����¨·�Q¢ � §���´ ���·�°����±T¡��c§°�°��¸¥®��°µ��4�¥�°��Ø 0 > Ú ³$�h¤·ªÀ¤2�(�h¤2¨O�Ä���c���h�*¤cª����������h¤+¤cª�´���ç]¡��h���h�'ª¬�4�)�h¤
�����c�¶$¤+¤ � Á
iGjlk �	� k>m ��� � oRqG����r k ��s k � t k ��u2� j k m ������
1}�
 m^k �l��
1�	� � � z|{ q k �!��
 m�� �P�	�N�P� � 3!% f(x)

a 3
7 � +>)	 !%��T'*)^'*) [a,b] @B�1%1"8�#�
).<;+.L_7*:#�1%��H3R�Y'*),L b 7N% %1"S3YL 3 � % a '*+.)�6N7*: b ' � %1"S3C6$31Z[),�1%��T'*)U�
)	%A3#:R��7*L ?A� d 3 d
f(x) → ±∞ ';),L b � � x(j) → aj

� '*:|7;%vL 347��#%�';)�3 j IKJ 7;)	68L 3F% � +>:F%1"S3#:#=|';:43 cN,j = min1≤n≤N y
(j)
n

7*)	6 aj < cj ≤ cN,j d �
� %1"S3G�1=���:W'R�,3#:��1)�%A3T<*:47*L Ç �+Á > 1 É 3 � �
�#%1�/�1)U%1"-3/�P3#)-�P3Y' � � 34 !%��T'*)�� d	� J 7*)	69� �
DN,H (ω) · V[c,b](f) = o(1),

Ç �+Á > Ù É

%1"S3#) %1"S39����� 3R�F%��
=f7;%H';:G ('*),��3F:�<$3#�]%H'y%1"S3��K7*L +-3C' � %1"-3��1=��	:4'R�-3#:Y�
)�%A3H<*:W7;L 


lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f (yn) =

∫

[a,b]
f(x) dH(x) .

Ç �+Á > � É

h :4'P' � d º«� �����°�Ö�����o¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§��%�2�h��´��n�������°¨·�c�h�o�����o�°�:�h�4®��F�c���}¤2�O�4���h¤2�e¤2���������°�:�h�4��µ��c§ [c,b]
³

´g���4�h�O�����·ª ¡����4���}¤2�
f(x)

�}�¿�h�4®�¡�§��c��ªÀ¤2�Ö�c�:¸Å�F��¤2�}���
¤cª
c
³e�c��©Æ�h��¤%´ �����c�Ä�����O�h�4¨·�c�°���°��®6�h�4��¨O�

µ2�c���}�h�×�2�
c → a Á � ®:�c�°�×���°¨Ô�°§��c�g�h¤Ô�����¿���h¤T¤cªe¤cª Â ����¤2�h�4¨ �+Á � ´��J¡��F�¿��ª ¡����4���}¤2�

g(x) =
1

N
A([c,x) , ω) −H([c,x))

Ç �+Á > � É

ªÀ¤2�(�Ô®��°µ��4�6�h��±:¡��4�����
ω = (y

(j)
n )

³
1 ≤ n ≤ N

³
1 ≤ j ≤ s Á � �������2�u�h¤O��¤2���}���������c�������}��ªÀ¡����4���}¤2��}�0¨O�4�h�4§°¸Å�����
ª ¡����4���}¤2��¡��h��©Ë�°�������Ê©��'Ò����°���}¤2��¤cª������æ©��}�h�4�h�4���c���4¸�³��h¤¥�����c�

supx∈[c,b] |g(x)| ≤
DN,H(ω) Á

 �h�°��®(�u©�¤2¡�¶�§}�����c�����°���}¤2� cj = ξ

(j)
0 = η

(j)
0 ≤ ξ

(j)
1 < η

(j)
1 ≤ · · · < η

(j)
mj = ξ

(j)
mj+1 = bj

Ç
j = 1, . . . , s

É
¤cªw�����Ä�°�T�h�4��µ2�c§

[c,b]
´g�°���Ã�����0�2©�©��°���}¤2���c§e��¤2��©��°���}¤2�Ï�����c�(�����

ξ
(1)
1 , . . . , ξ

(j)
mj

��¤2�T�F�c�°�Å�c�)§}�%�2���*¤2¡��
�h��±T¡��4�����

ω
³�´o�Ä��¤3´��c����§°¸×º��4¨Ô¨·� �+Á Ù �h¤·�����¿ª ¡����4���}¤2� g(x) Á � �)�c��®�¡���©¥�°�ÑØ 0 > Ú ³"�����¿§}�'ªÀ�����c��©���}©��J¤cª��w± Á Ç �+Á > 0 É�³

m1−1∑

i1=0

· · ·
ms−1∑

is=0

f
(

ξ
(1)
i1+1, . . . , ξ

(s)
is+1

)

∆1,...sg
(

η
(1)
i1
, . . . η

(s)
is

)

,

�%�c�½¶$�J�h�°¨Ô��§°�-Ò���©M�h¤

º � ¹ =
1

N

N∑

n=1

f(yn) −
m1−1∑

i1=0

· · ·
ms−1∑

is=0

f
(

ξ
(1)
i1+1, . . . , ξ

(s)
is+1

)

∆1,...sH

(
s⊗

l=1

[

cl, η
(l)
il

)
)

,
Ç �+Á > � É

´g���4�h� ⊗ ©��4��¤2�h���u�����Ä¦n�c���h���h���c�×���h¤+©�¡��4� Á
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Ó ¤2�æ�����×���°®��T�½���c��©Ì���}©��×´o�6��¤2���}���Ã�����c�
g(x) = 0

�-ª0�c�T¸L¤cªÄ�����
x(j) = cj Á � §}�h¤�³ g(b) =

1 −H ([c,b))
³��h¤Ö�����c�u�����J�h¡�¨Ô¨·�c��©×¤cª

p = 0
�%�c�M¶$�J�h�°¨Ô��§°�-Ò���©×�2�

∆∗
1,...,sg

(

x(1), . . . x(s) )f(x(1), . . . , x(s)
)

= g(b)f(b).
Ç �+Áìë � É

¹T�°¨Ô�°§��c��§°¸�³oªÀ¤2�
1 ≤ p ≤ s

³o¤2��§°¸��h�4��¨O�O´g�°���
x(p+1) = bp+1, . . . , x

(s) = bs
��¤2�T�����°¶�¡��h�ÑÇ �-ª¿�c�:¸

x(p+j) = cp+j
³������*ªÀ¡����4���}¤2�Mµ��c§°¡��J¤cª

g(x)
µ��c���}��������É'é

| ­ � ¹ | ≤ |g(b)f(b)| +
s∑

p=1

|(−1)p|
∑∗

1,...,s;p

m1∑

i1=0

· · ·
ms∑

is=0

∣
∣
∣g
(

η
(1)
i1
, . . . , η

(p)
ip

)∣
∣
∣

×
∣
∣
∣∆1,...,pf

(

ξ
(1)
i1
, . . . , ξ

(p)
ip
, bp+1, . . . , bs

)∣
∣
∣

≤ |g(b)f(b)| +
s∑

p=1

∑∗

1,...,s;p

DN,H(ωp+1,...,s)V
(p)(f(x(1), ..., x(p−1), bp+1, ..., bs).

Ç �+Áìë >3É

´g�°���
ωp+1,...,s

©��4��¤2���°��®M�����Ö���h¤cç����4���}¤2�Æ¤cªn�����Ô�h��±T¡��4�����
ω
¤2�Ï�����Ö¡����<�4�J¶<¤2¡���©��c��¸Ã¤cª

[a,b]
�h¤

�����c�u�����J��¤2¨Ô�<¤2���4�:�h�
ip+1, . . . , is

�c�h�¿�h�4�g�h¤
b(ip+1), . . . , b(is) ³��c��©½�����¿©��}�F�4�h�4���c���4¸Ê�}����¤2¨Ô��¡��h��©

¤2�½�����*ªÈ�2���J¤cª
[a,b]

³��°�M´g���}�h�
ωp+1,...,s

�}�u��¤2�:�F�c�°����© Á
¹T�°�����o�����g�h����¤2��©0�h�4��¨Î�°����± Á Ç �+Á > � É��}����¤2�����°��®Ä�4§}�h��¶�¡����)­��}�4¨·�c����¢]¹T���}�4§°�Àçi������¡�¨��h¤)�����o�°�T�h�4®��F�c§
∫

[c,b] f(x) dH(x)
³"�c��©M�����J�h�����u�}�g�°��©��4�<�4��©��4�:�*¤cª7�����¿©�¤2¡�¶�§}�¿���c�����°���}¤2�«³�´��¿§}�4�������J¨O�����×���°Õ%�J¤cª

�����J©�¤2¡�¶�§}�¿���c�����°���}¤2�M�h�4��©M�h¤ÔÕ%�4�h¤

max
1≤j≤s

max
0≤i≤mj

(η
(j)
i+1 − η

(j)
i ) → 0

�h¤Ô¤2¶��F�c�°�M�����J¨�¡�§°���}©��°¨O�4�����}¤2���c§�µ��4�h�h�}¤2�×¤cª8��± Á Ç �+Á > � É�é
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f (yn) −
∫

[c,b]
f(x) dH(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ |(1−H([c,b)))f(b)| + |DN,H(ω)| ·

∣
∣V[c,b](f)

∣
∣

Ç �+Áìë�ë É

Â ���J�'¼+�}�h�h�4�����¿¤cª������¿�°¨Ô���h¤2�$�4�u�°�T�h�4®��F�c§��°�M�����J�F�4���h�J¤cªw¹+���4���}¤2� �+Áìë ®�¡��c�F�c�:�h�����)�����c�

I  ��� � :=

∣
∣
∣
∣
∣

∫

[a,b]
f(x) dH(x) −

∫

[c,b]
f(x) dH(x)

∣
∣
∣
∣
∣

�h�4��©��g�h¤ÔÕ%�4�h¤·�2�u´��J§}�4�
c → a ÁeÂ �:¡��%³�´o�J����µ��

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f (yn) −
∫

[a,b]
f(x) dH(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f (yn) −
∫

[c,b]
f(x) dH(x)

∣
∣
∣
∣
∣
+ I  �����

≤ |[1 −H([c,b))] f(b)| +DN,H(ω) · V[c,b](f) + I  ������ . Ç �+Áìë � É

Ó ¤2� N → ∞ �c��©¿�h¤
c → a
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´��%���<³«º¾�°���h�F���°��ÕO��¸+�<�Ô��¤2��©��°���}¤2���%³ � §���´ ���½�c��©Ï£2/�� �ÑØ 1 ë Ú �h��¤%´���©Å�����0ªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®M¶$¤2¡���©Ãª¬¤2�J�����
H
¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸½¤cªe�h��±T¡��4�������

ω̃
®��4���4�F�c�h��©M¶:¸æ¨�¡�§°���}©��°¨O�4�����}¤2���c§��°�Tµ��4�h���}¤2�M¨O�4����¤+©��%é

DN,H(ω̃) ≤ c (DN (ω))1/s ,
Ç �+Áìë 1 É

´g���4�h�
ω
©��4��¤2�h���)������¤2���°®��°���c§7¡����-ªÀ¤2��¨Ô§°¸×©��}�h�����°¶�¡��h��©¥�h��±T¡��4����� Á�Ó ¡��������4��¨O¤2�h�Ö�°�ËØ 1 ë Ú �Ô¨Ä¡�§°���}©��-¢¨O�4�����}¤2���c§��c�����h¤��2�F�¥���°¨Ô�°§��c�u�h¤ �w± Á Ç �+Á > ë Én�}�g®��°µ��4� Á

Í �½�c®:�c�°��ªÀ¤+�4¡��Ö¤2� ©��}�������°¶�¡����}¤2���O¤2� [0, 1]s
�c��©����<���4���c§°�°Õ%�½¤2¡��O�c���c§°¸+�h�}�Ö�h¤Ã©��}�h�����°¶�¡����}¤2���Ô´g�°���

�°��©��4�$�4��©��4�T��¨·�c��®��°���c§}�%³�� Á � Á H(x) =
∏s

i=1Hi(x
(i)) Á���
�����}�g�%�2�h�(¤2���)�%�c�æ���F�c���iª¬¤2��¨ �%�2�h�½©��°¨O�4�����}¤2�½�h�4���c�F�c�h�4§°¸·¶T¸·¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§«�°�Tµ��4�h���}¤2�æ¨O�4����¢

¤T©��u�c��©M�°¨Ô���h¤%µ��¿�����¿¶$¤2¡���©ÆÇ �+Áìë 1 Ég���°¨Ô�°§��c�u�h¤Ö�����¿¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§��%�2�h�J�h¤
DN,H(ω̃) = DN (ω).

Ç �+Áìë 0 É
� §��%´ �2��Ø 1 > Ú ��¡�®�®������h��©��h¤Å�c����§°¸������½��¤2��������¡��4���}¤2� Ç �+Á > ë É0�h¤Æ�4µ��4��¸Ñ©��°¨O�4�����}¤2�U�°��©��°µT�}©�¡��c§°§°¸��h¤
��µ�¤2�}©Ì�c�U�°�Tµ��4�h���}¤2�Ð¤cª

H1, . . . ,Hs
�c��© ®:�%µ��Ã�Å¶$¤2¡���© ¤2�U�����

H
¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸U¤cªÄ�F��±:¡��4�������

ω̄®��4���4�F�c�h��©½¶:¸æ�����}�g���h¤+����©�¡��h��é

DN,H(ω̄) ≤ (1 + 3sM)DN (ω),

´g���4�h�
M = suph(x) Á

¹T�°¨Ô�°§��c�Ö�h¤Ã¤2���æ©��°¨O�4�����}¤2�«³ � §��%´ �2� �s�0¨O�4����¤+©�¨Ô�°®��:�Ö§}�%�2©��h¤Ã�h��±:¡��4�������3³e´g���}�h�U�c�h�Ê��¤2�Ô��¡��°�h��©
ªÀ¤2�Ô¡��T¶$¤2¡���©���©L�°�:�h�4®��F�c��©�� Á � ¡��ÔÒ����c§)������¤2�h�4¨ ����¤3´u�
�6¨O¤+©��-Ò��%�c���}¤2�«³n´g���}�h�L§}�%�2©��O�h¤Ë (£Ï¦
�������°¨·�c�h¤2�h�)ªÀ¤2�J�·´g�}©��Ä�F�c��®��Ö¤cªwªÀ¡����4���}¤2��� Á �o�'ª¬¤2�h��´��Ö�%�c�Ã�h�F�c�h�Ä�°�%³$´��0������©¥�h¤·�h���%�c§°§w�·§}�4¨Ô¨·��³´g���}�h�M´g�°§°§�¶$�J���h�F�4�:�����c§¾ª¬¤2�g�����J���h¤+¤cª Á
� k>m`m�� �	��� o k �_s ��� ����� �P� �l3F% Ω1 = (u1, . . . , uN ) 7;)	6 Ω2 = (v1, . . . , vN )

a 3f%�@['y�!3 �F+-3F)	 53R�f�1)
[0, 1]s d �
� %1"S3] (';)	6*��%���'*)

|u(j)
i − v

(j)
i | ≤ εj ,

">'*L_6�� � ';:Y7*L1L 1 ≤ j ≤ s 7*)�6y7;L
L 1 ≤ i ≤ N J @ 32<$3!%�%1"-3 � '*L1LM';@B�
).< a '*+>)	6Q'*) %1"S3]6*� ��3F:43#)� 53|' � %1"-3
6*�
�F F:(3A�S7*)� F�T3#�

|DN (Ω1) −DN (Ω2)| ≤
s∏

j=1

(1 + 2εj) − 1.
Ç �+Áìë Ù É

iGjlk �	� k>m �����~� � 3!% H a 327 s E 6*�1=93#)-�R�T'*)	7;L-6;���F%�:R� a +S%���'*)X@B�1%1"]�
)�6$3A�-3#)�6$3#)�% =|7;:W<*�1)	7*L�6;���F%�:R� a +S%���'*),�
H1, . . . ,Hs 7;)	6 M = suph(x) < ∞ d �l3F% � +>:F%1"S3#:#=|';:43 ω = (x1, x2, . . . )

a 3c70�!3 �F+-3F)	 53c@B�1%1"
?H+>),� � '*:#= I 6;���! F:43 �S7*)	 b DN (ω) 7*)	6y6$31Z�)�3Y%1"S3��P3��F+,3#)	 53 ω̃ = (ỹ1, ỹ2, . . . )

a#b

ỹ
(j)
i =

1

N

N∑

n=1

b1 + x
(j)
i −Hi(x

(j)
n )c,

� ';: j = 1, . . . , s 7*)	6 n = 1, . . . , N d � "S3#) %1"S3/�!3��!+-3#)� 53 ω̄
ȳ

(j)
k =







ỹ
(j)
k � � ỹ(j)

k ≥ 1
N ,

1
N � � ỹ(j)

k = 0

Ç �+Áìë � É

">7���%1"S3 � '*L
L_'*@B�1).<X%�@['V�	:4'R�-3F:#%��H3R� 

DN,H(ω̄) ≤ (1 + 4M)sDN (ω)

min
1≤j≤s,1≤i≤N

ỹ
(j)
i ≥ 1

N
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h :4'P' � d º��4� x̄(j)
i = H−1

i (ȳ
(j)
i ) Á ¹T�°¨Ô�°§��c�u�h¤ Â ����¤2�h�4¨ �+Á 0 ´��J®��4�������*�°����±:¡��c§°�°�a¸

|x(j)
i − x̄

(j)
i | ≤M

(

DN (ω) +
1

N

)

.


 �h�°��®Oº«�4¨Ô¨·� �+Á�� ´o�¿¤2¶��F�c�°�

DN (x̄1, x̄2, . . . ) ≤ DN (ω) − 1 +

(

1 +M

(

DN (ω) +
1

N

))s

.

�o¸/�w± Á Ç �+Áìë 0 Ég�c��©½�����¿�°����±:¡��c§°�°�a¸ 1
N ≤ DN (ω) ≤ 1

�°�gªÀ¤2§°§}¤3´u�g�����c�

DN,H(ω̄) ≤ DN (ω) − 1 +

(

1 +M

(

DN (ω) +
1

N

))s

≤ (1 + 4M)sDN (ω).

3 �]Û (UáuÞ�ä �hã*��åhá�Þ

���
�����}�o�c�����}�4§}�)´��(��¡��������h��ª ¡�§°§°¸Ô����¤3´���©Ê�����c�g )¡��2�h�-¢�£¥¤2�T�h�*¦n�c��§}¤�¨O�4����¤T©��n�%�c�æ�c§}�h¤Ä¶<���c����§°�}��©Ê�h¤
�°¨Ô���h¤2�$�4�

s
¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§¾�°�:�h�4®��F�c§}�3³�´g���4�h�*�����*�°�:�h�4®��F�c��©æªÀ¡����4���}¤2�

f(x)
¶$����¤2¨O���g���°��®�¡�§��c���c�g�����

�°�:�h�4®��F�c���}¤2�½¶<¤2¡���©��c��¸�³��2�h��¡�¨Ô�°��®0�����)ª ¡����4���}¤2�M�c��©Ê������§}¤3´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸æ�h��±:¡��4�����(�°�Ê¡��h�(©��}����§���¸
���4���F�c�°�6���h¤2�$�4�����}���¿�2�(§°�}���h��©Ã�°� Â ����¤2�h�4¨ �+Á �+Á*Í ���°§}�Ö���°¨Ô�°§��c�J��¤2��©��°���}¤2���J���%µ��0§}¤2��®Ê¶<���4� �T��¤3´g�
Ø Ù212Ú ª¬¤2�u�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ã´g�°���M�h�����<���4�u�h¤Ô�����Ä¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�h�����°¶�¡����}¤2��Ç � Á � Á ¡����°��®O¡����-ª¬¤2��¨Ô§°¸M©��}�������°¶�¡��h��©§}¤%´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸0�h��±T¡��4��������É'³c´���´��4�h�n�c¶�§}���h¤�®��4���4�F�c§°�°Õ%���������F�w�h����¡�§°�h���h¤��°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ö´g�°�����h�����<���4�
�h¤O�c��¶��°���F�c��¸æ¨Ä¡�§°���}©��°¨O�4�����}¤2���c§7©��4�����°���}���%³�¤cªÀ�h�4�×�%�c§°§}��©½´o�4�°®��:�h��©¥�°�:�h�4®��F�c���}¤2� Á��� Ø 1 �QÚ �c��© Ø 1 > Ú � §���´ ���M�c��©Å£0/�� �6���h¤2�$¤��F��©Æ�½�h�F���4¨O�Ô�h¤½���F�c���iª¬¤2��¨ �æ¡����-ª¬¤2��¨Ô§°¸Ï©��}�������°¶�¡��h��©
§}¤%´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸Ö�h¤J�)§}¤%´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸O�F��±:¡��4�����o´g�°���Ô®��°µ��4�O©��4�����°�a¸ Á � ¤%´o�4µ��4�%³������n���4´ �h��±T¡��4�����©�¤T������¤2���°��®��4���4�F�c§:ªÀ¡�§-Ò�§°§:�����o��¤2��©��°���}¤2���7�h�4�¾ª¬¤2�����Ä�°��¤2¡��7��¤2�:µ��4��®��4�����o������¤2�h�4¨O�e�c��©Ä�F¤u�%�c����¤2��¶<�
¡��h��©*ª¬¤2�«�����o (£Ï¦6�°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ô¤cª��h�°��®�¡�§��c���°�:�h�4®��F�c��©�� Á�Í ��´��4�h�o�c¶�§}�w�h¤u®��°µ��o�g��§°�°®��T��¨O¤+©��-Ò��%�c���}¤2�¤cª������(���F�c���iª¬¤2��¨O��©Ê�F��±:¡��4�����*�h¤0�����c�n�°�o©�¤+���n��¤2�n§}¤T¤��F���°�h�o§}¤%´�©��}�F�4�h�4���c���4¸�³�¶�¡��n�%�c�æ¶<��¡��F��©·ª¬¤2�
 (£6¦L´o�4�°®��:�h��©¥�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ã¤cª7���°��®�¡�§��c���°�:�h�4®��F�c��©��*�2�u¤2¡�����¤2�:µ��4��®��4������������¤2�h�4¨O���h��¤%´ Á
Í �n§}¤T¤ ����©O�c�w¤2���'¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§"©��4�����°���}�����c��©Ö¨�¡�§°���}©��°¨O�4�����}¤2���c§<©��4�����°���}���e´g���}�h�
�%�c�Ô¶$�oªÈ�2�4�h¤2�h��© Á
� ��¶��°���F�c��¸0¨Ä¡�§°���}©��°¨O�4���h�}¤2���c§"©��4�����°���}���e§}�%�2©O�h¤)�����n���h¤2¶�§}�4¨ �����c���4µ��4�Ô�����n�°�:µ��4�h���}¤2�·¨O�4����¤T©Ô©�¤+���
�°�·®��4���4�F�c§$��¤2�����h���h�4��µ��)�����(©��}�h�4�h�4���c���4¸·¤cª��J§}¤3´n¢�©��}�h�4�h�4���c���4¸
�h��±T¡��4����� ÁeÂ ���4�h�'ª¬¤2�h�������(�4�h�%�c���}¤2�¤cªg§}¤%´n¢

H
¢�©��}�F�4�h�4���c���4¸Ñ�h��±T¡��4�������0�����°§°§��<¤��h�����c�Ñ¤2�$�4�Ñ���h¤2¶�§}�4¨M³7�°�Æ���c�����}�4¡�§��c�Ö�h��±T¡��4�������Ö��¡��°�h��©

ªÀ¤2�u�h�°��®�¡�§��c�u�°�:�h�4®��F�c��©�� Á
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���-, � &NC"G�C$#3&NG�; = G���� / � = �� / ; �)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� �+�
���A@ 	U/ &NDT8�� /  E �
� 1'= G ��� ;NG � ��G
&�C /cS !$G�;N&}�iP �)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� ��?
����� � ��G�C 1 � �:� = G���&��+CÃ9�P¥&NC�� / � 1 &N�TC �)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� ��?
���-� 
 ��8 / �¿&NC�� / DT�4G:;�����G�C 1 � �:� = G���&��+C 1 �)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � ���
���A� � 8 /�� ;NG � ��G � I��"#�� =M/ ��8$�� �(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � ���
���-? �h=�� �:�4�'G�C"# /Ô1 G =�� ;N&�C$D �(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � �+@
��� � � ! =M/ ��&�#3G:;«� /21 !$;}� 1 �(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � �+@
��� � K)�+C"#Q;�! 1 &N�TC �)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�(�)�(�(�)�*�(�)�(�)�(�(�)�(�)� � ��?

���Êµ��c���}¤2¡��n�c����§°�}�%�c���}¤2���u�°�æ��¤2¨Ô��¡��F�c���}¤2���c§<Ò����c�����*�����(�°¨Ô��§}�4¨O�4�T�F�c���}¤2�×¤cª��
�·�4�}�4�:�) )¡��2�h�-¢�£¥¤2�T�h�
¦n�c��§}¤Å�c§°®�¤2���°����¨O�O�}�0ªÈ�2����©�´g�°��� Ç¬�c�Ô§}�%�2����É���´o¤Ï��¤2��¢����F�c��©��c�h©����h¤2¶�§}�4¨O� ÁÑÓ �°�h����§°¸Ñ¤2���æ���2�Ö��´o¤�4�h�%�c�h�½µ��c�����c�h���·¤cª*¨Ô�}�h���4§°§��c����¤2¡��·��¤2��¢È¡����-ª¬¤2��¨ µ��c�����c�h���%³o� Á � Á �h��±T¡��4�������O´g�°��� §}¤3´ ©��}�h�4�h�4���c���4¸
´g�°���·�h�����<���4���h¤Ä��¤2��¢È¡����-ªÀ¤2��¨ ©��}�������°¶�¡����}¤2��� Á ¹+����¤2��©�§°¸Ô¨·�c�:¸O�°�T�h�4®��F�c���}¤2�Ê���h¤2¶�§}�4¨O�n��¤2�����}©��4�h��©
�°�Ò����c�����J§}�%�2©M�h¤O¡��:¶<¤2¡���©���©M�°�:�h�4®��F�c��©��3³"�h¤Ö�����c�)¤2���¿���2�g�h¤·�2©��c���(¯�¤ ����¨·�Q¢ � §���´ ��� �s���°����±T¡��c§°�°��¸�h¤½®�¡��c�F�c�:�h���Ê�����
��¤2�:µ��4��®��4�����æ¤cª) (£6¦ �c§°®�¤2���°����¨O� Á½Â ���
�c�°¨ ¤cªu�����}�Ä�h���c���h�4�0�}�¿�h¤¥����¡�©�¸Ï�����
�$�4�iª¬¤2��¨·�c�����×¤cª � §���´ ���Q¢�£2/�� ��¨O�4����¤T©��6Ç¬�2�O���h���F�4�:�h��©L�°� �����M���h�4µ+�}¤2¡��·�F���c���h�4��ÉÔ�°�Ì�6��¸+���}�%�c§
Ò����c���4���c§w�c����§°�}�%�c���}¤2�Ï�c��©6��¤2¨Ô���c�h�0�����0��¤2�:µ��4��®��4�����Ö¶<�4����µ+�}¤2�(´g�°���6£Ã¤2�:�h�O¦n�c��§}¤·¨O�4����¤+©��J�c��©
�c§°®�¤2���°����¨O�w´g���}�F�·¡��h�n�°�T�h�4®��F�c§����F�c���iª¬¤2��¨·�c���}¤2���w�h¤Ä�%µ�¤2�}©O���°��®�¡�§��c�w�°�T�h�4®��F�c��©��o�c��©O�����n®��4���4�F�c���}¤2�
¤cª7�h�$���4���c§¾µ��c�����c�h��� Á
Â ���*�h����¡�§°�h�u���h���F�4�:�h��©M���4�h�J�h�h�4¨ ª �h¤2¨ �*çi¤2�°�T�u´�¤2� �ÏØ ��ÙQÚ ´g�°���21 Á � �c�����°��®��4�)�c��©×£ Á � �h��©�¤2�F� Á
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 � ��&N�TC � ��&�#Q&�C$D·G 1 G�C¥!$C�9��+!"C$ /  ×C"�+C � !"C$& � �T� = H¿ILK�&NC�� / DT�4G���&��+C � ���:9<; /2= �+�

� �FÜ Ý+Þ)ß�à<áJâ�ã0ä�ß"åháuÞ

­������4�T��§°¸�³ � �c�����°��®��4�n�4�n�c§ Á Ø � � Ú ����¡�©��}��©æ )¡��2�h�-¢�£¥¤2�T�h�J¦n�c��§}¤��°�:�h�4®��F�c���}¤2�ÆÇÈ (£Ï¦gÉeªÀ¤2��¡��:¶<¤2¡���©���©¾³´��4�°®��T�h��©M���h¤2¶�§}�4¨O�%³�� Á � ∫

[a,b]
f(x) dH(x),

Ç ��Á >3É

´g���4�h�
H
©��4��¤2�h���g�c�

m
¢�©��°¨O�4���h�}¤2���c§<©��}�h�����°¶�¡����}¤2�
´g�°���æ��¡����<¤2���

[a,b] ⊆ R
m �c��©

f
�}�n�*ªÀ¡����4���}¤2�

´g�°���Ê�h�°��®�¡�§��c���°���}�����c�������(§}�'ªÀ��¶<¤2¡���©��c��¸·¤cª
[a,b] ÁeÂ ���4¸O®:��µ��*��¡ �·�4�}�4�T�u��¤2��©��°���}¤2���g¤2�æ�°�:�h�4®��F�c��©+¢�h��±T¡��4�����M��¤2¨Ä¶��°���c���}¤2���æ�h¤Ï®�¡��c�F�c�T�h���Ã�����M��¤2�:µ��4��®��4�����6¤cªJ�����Ã (£Ï¦ �������°¨·�c�h���æ�c��© ���h¤2�<¤��h��©

�2©��c���h��© � §���´ ���Q¢�£2/�� �Ï�h���h�����}±T¡����Ä�h¤Ã�c§°§}¤%´ �°�:�h�4®��F�c���}¤2��¤cªoªÀ¡����4���}¤2����´g�°���Æ���°��®�¡�§��c���°���}���Ö�c�Ä�����
�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Å¶<¤2¡���©��c��¸ Á  (£Ï¦ �°�:�h�4®��F�c���}¤2�6ª¬¤2�*�h�°��®�¡�§��c�)ªÀ¡����4���}¤2���*´o�2�(Ò��h�h�*��¤2���h�}©��4�h��©6¶:¸6¹+¤2¶<¤2§
Ø Ù��2Ú ³2´g���4�h�����o©��%�c§°�7´g�°�����°�T�h�4®��F�c��©��w¤2�

Im = [0, 1]m
³2´g���}�F�Ô�c�h��¡��:¶<¤2¡���©���©0ª¬¤2�

x1x2 · · · xs → 0 Á¯*§°�°��®��4�ÔØ � � Ú �c��© �*���*¤2��� ���4�Ä�c��© �(¡��c��Ø > � Ú ���h���F�4�:�h��©Å�2��¸+¨Ô���h¤2���}�Ö�4���h¤2�¿�������°¨·�c�h���¿�2�(´��4§°§w�2��:¡�¨O�4���}�%�c§��'¼��c¨Ô��§}���uªÀ¤2�u���<���4���c§<ªÀ¡����4���}¤2��� Á
� �����4���F�c�����'¢È�h�]çi���4���}¤2�Ã�F�c¨Ô��§°�°��®O¨O�4����¤+©��ÄÇÀ� Á ® Á �*�4µ+�h¤%¸��OØ ë�ë Ú É�¡��h��©æ�°�½¨O¤��h�u£¥¤2�T�h�Ä¦n�c��§}¤Ô�°¨Ô��§}�'¢¨O�4�:�F�c���}¤2���ÄªÀ¤2�J�����·�4�h�%�c���}¤2�Æ¤cªo��¤2��¢È¡����-ª¬¤2��¨ µ��c�����c�h�����c�h�Ö��¤2�0�2©�¨Ô�}�h���°¶�§}�Öª¬¤2�� (£6¦�¢È�h���F�����}±:¡����
�2�*�����4¸×�°��©�¡����Ô©��}�h��¤2�T���°�:¡�¤2¡��Äª ¡����4���}¤2���¿�c��©Ï©��}���2©�µ2�c�T�F�c®���¤2¡��Ä©��}�h�4�h�4���c���4¸6�'²<���4�h�OÇÀ� Á ® Á 1��2� ���4§Ø � � Ú É Á*Â ¤Ê�h¤2§°µ��0�����}�����h¤2¶�§}�4¨M³ � §���´ ���æ�c��©¥£0/�� �ÑØ � >�³ � ë ³ � �cÚ ���h¤2�$¤��h��©6�
��¸+�h�h�4¨·�c���}�0�c�����h¤��2�F��h¤6®��4���4�F�c�h�M��¤2��¢È¡����-ª¬¤2��¨ §}¤%´>©��}�h�4�h�4���c���4¸�ÇÀ©�¤2¡�¶�§}�3ÉÖ�h��±T¡��4������� Á ¹T�°�����½�����M�%�c§}�4¡�§��c���}¤2� ¤cª(§}¤3´
©��}�h�4�h�4���c���4¸ËÇÀ©�¤2¡�¶�§}�3É��h��±T¡��4��������¡����°��® � §��%´ �2�Q¢�£0/�� �¥�h���h�����}±T¡����(�}�)��¤2¨Ô��¡��F�c���}¤2���c§°§°¸Ã�'¼+�<�4�����°µ��
ªÀ¤2��¨·�c�:¸Ê©��}�������°¶�¡����}¤2���%³�´��(´g�°§°§"Ò����c§°§°¸O�°�:µ����h���°®:�c�h�*µ2�c�����c���}¤2�æ�h��©�¡��4���}¤2�æ¨O�4����¤T©��n�h¤��°���4�h�%�2�h�(�����
�
�·�4�}�4���4¸½¤cª7¤2¡��)�c§°®�¤2���°����¨O� Á

� ��� �¥åhÞ*"uÞ0ä�å " ���)"gà�� ��ß � áJâ����

Í ���2�h�h¡�¨O�Ä� �o§��2� �T¢]¹+�h��¤2§}���(�a¸T�<�¿¨O¤+©��4§�´g�°���Ã¤2���¿¶��c� �×�2����¤2¡��:� B ³�´g���}�h�6��¤2¨Ô�$¤2¡���©��(��¤2�:���°��¢¡�¤2¡���§°¸æ´g�°���ÑÇÀ��¤2�����F�c�T��Én�°�T�h�4�h�����)�F�c�h�
r
³�� Á � Á Bt = B0e

rt �c��©M¤2�������h¤T� � S ³�´g���}�h�Ã�}�u©����°µ��4�×¶T¸×�º«»4µ+¸
���h¤+�����h�
Zt

¤2�
(Ω,A, P,F)

³
St = S0e

Zt .
Ç ��Áìë É

º«»4µ+¸(���h¤+�����h�h�����%�c�Ä¶<�w�h���c�F�2�4�h�4���°Õ%��©0¶T¸J������©��}�������°¶�¡����}¤2�Ö¤cª
Z1 Á ���c���}¤2¡���¨O¤+©��4§}��¤cª������}�«�a¸T�<�w���%µ��¶$���4�Ä���h¤2�$¤��h��©¿�°�¿�����e§��2���«¸��%�c�h� Á�Â ¸+���}�%�c§T�'¼��c¨Ô��§}���¾ª¬¤2�«�����w©��}�h�����°¶�¡����}¤2��¤cª Z1

�c�h�e�T¸T�<�4��¶<¤2§°�}��ÇÀ� Á ® ÁØ ë�� Ú É'³2��¤2��¨·�c§��°�:µ��4�h�h� �¿�c¡��h�%³cµ2�c�����c�����n®:�c¨Ô¨·��³T�c��©0£Ã�4�-¼����4�7©��}�h�����°¶�¡����}¤2��� Á7Ó ¤2�w�)��¤2¨Ô���h�4���4���h�°µ��¨O¤2��¤2®��F�c���¥¤2�M�h¤c¢��%�c§°§}��© �)¤2��¢ �J�c¡��F�����c��¢ �o§��2� �T¢�£¥�4���h¤2��¢]¹+�F��¤2§}���i¢ Â ����¤2���}���J´��¿�h�'ªÀ�4�u�h¤½Ø >
	 Ú Á
� ����¤2�h©��°��®·�h¤·�����*ª ¡���©��c¨O�4�T�F�c§�������¤2��¸M¤cªw�2�h�h�4�������}�4�°��®¥Ø ë > Ú ³������Äµ2�c§°¡�� Ct

¤cªw�c�
S
¢�©��4���°µ2�c���°µ��Ö�c�

���°¨O�
t
�}�n®��°µ��4�¥¶:¸

Ct = e−r(T−t)
E

Q [CT (S)|Ft] ,

´g���4�h�
CT (S)

�}�Ô�����M�F¤c¢��%�c§°§}��©�����¸�¤c² ¤cª*�����M©��4���°µ��c���°µ���³�´g���}�F�U�°�������}�
�h�4�����°��®Æ��¤2�°���4�}©����O´g�°���
�°�h��µ��c§°¡��Ô�c�)���°¨O�

T
³ Ft

©��4��¤2�h���*�����¿Ò�§°���F�c���}¤2�Ï�°��©�¡�����©Ã¶:¸
Zt
³<�c��©

Q
���F�c��©��)ª¬¤2�*�c�6��±T¡��°µ2�c§}�4�T�

¨·�c�����°��®:�c§}�M¨O�%�2��¡��h�ÑÇ � Á � Á Q
�}�·��±T¡��°µ2�c§}�4�T�·�h¤

P
�c��©

St = e−r(l−t)
E

Q[Sl|Ft]
ªÀ¤2�Ê�c§°§

l ≥ t Á É Á
� �4�h�¿´��Ä�c§°´n��¸��)��¤2�����}©��4�������J¨O�%�2��¡��h�Ä¤2¶��F�c�°����©×¶:¸æ����� �w�F�h�h���4�)���F�c���iªÀ¤2��¨O�0ÇÀ� Á ® Á Ø�	 ë Ú Ég�2���������h����h���h�4��µ��J�����*�a¸T�<�¿¤cª7�����J©��}�������°¶�¡����}¤2�¥¤cª

Z1
�°�M¤2¡����%�2�F��� Á���æ�����(ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®O´o�J��¤2�����}©��4�g�����*�����J�4µ��c§°¡��c���}¤2�×¤cª��h¤c¢��%�c§°§}��©ÅÇÀ©��}�F�4�h�4�h�J�F�c¨Ô��§}��©�É � �����c�½¤2�����}¤2���%³�����Ö���°¨Ô��§}�����*��¸+�$�Ö¤cª�¤2�����}¤2���3³<´g���}�h�Ï���2�*�h¤Ê¶$��µ��c§°¡���©6¶:¸¥�h�°¨Ä¡�§��c���}¤2� ÁÄÂ ���0���%¸�¤c²�¤cªo�c� � �����c�



K)8"G ����/�� ��� 
 �����	� C ���
���
� C$D·G 1 G�C��$C�9 � �"C�� / �×C � C � �"C � ������= H¿ILK � C ��/ D � G ����� C ���
� 9<; /2= ��?

�%�c§°§¾�}�u©��'Ò�����©M¶T¸

CT =

(

1

m

m∑

i=1

Sti −K

)+

= max

{

1

m

m∑

i=1

Sti −K, 0

}

,

´g�°���
0 ≤ t1 < t2 < . . . < tm ≤ T ÁeÂ ���¿��¤2���h�F�c�:�uªÈ�2�4�h¤2� K ≥ 0

�}�u�%�c§°§}��©½�����¿�h����� ���*�����}��� Á
Â ���4�h�'ªÀ¤2�h�¿´��J®��4�u�����(ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®
�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ã���h¤2¶�§}�4¨Mé

I =

∫

Rm

(

S0

m

m∑

i=1

e
Pi

j=1 xj −K

)+

︸ ︷︷ ︸

p(x)

dH(x),
Ç ��Á 	�É

´g���4�h�
H(x) = H1(x1) · . . . ·Hm(xm)

�c��©
Hi(xi)

©��4��¤2�h���)ª¬¤2�
i = 1, . . . ,m

�����0©��}�������°¶�¡����}¤2�Ã¤cª
�����*�h¤c¢��%�c§°§}��©æ§}¤2®Ö�h�4��¡������g�°��©�¡�����©æ¶:¸

Z1 Á �a�n�h��¤2¡�§}©
¶<�*¤2¶��h�4��µ���©æ�����c�n´��*���%µ��¿�0���h¤2¶�§}�4¨ ¤cª������
�F�c¨O�¿�a¸T�<�Ö�2�u�°��Ç ��Á >3É4³"¤2��§°¸½�����c�(�����Ä�h�°��®�¡�§��c���°���}���¿�c���$�%�c�(¤2�¥������¡����$�4�)�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ï¶<¤2¡���©��c��¸�³� Á � Á �2�o�c��§}�%�2���o¤2��� xi → ∞ Á7Ó ¡��������4��¨O¤2�h��³��°��´g�°§°§���¡����æ¤2¡���¡��h�'ªÀ¡�§������c�o�����)©��}�h�����°¶�¡����}¤2�æ�c��©
�����©��4�����°��¸ÊªÀ¡����4���}¤2���u�%�c�M¶<�(ª¬�2�4�h¤2�h��©M�°�:�h¤O¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§7��¤2¨Ô�<¤2���4�:�h� Á
� ��� � �eå�� 	)ß#�eâ  �á � �
�)" ��� ��" � � " åhÞ*��0*ã�"��håiß ,

Â ¤Ê�h���%�c§°§ � §���´ �����s�*�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Æ�4���h¤2�J¶<¤2¡���©�� �h�����$���4���°µ��4§°¸6�Ê��§°�°®��:�J®��4���4�F�c§°�°Õ3�c���}¤2�Ïª¬¤2�*´��4�°®��T�h��©
�°�:�h�4®��F�c���}¤2�"Ég´��J������©M�F¤2¨O�J¨O¤2�h�¿©��'Ò����°���}¤2���%é
� k�� �l

��
1�	� �~���	� Â ��� H ¢�©��}�F�4�h�4���c���4¸×¤cª ω = (y1, y2, . . .)

¨O�%�2��¡��h���������Ä©��}�������°¶�¡����}¤2�¥���h¤2�<�4�����}���
¤cª������J�F��±:¡��4����� Á �a�g�}�u©��'Ò�����©×�2�

DN,H(ω) = sup
J⊆K

∣
∣
∣
∣

1

N
AN (J, ω) −H(J)

∣
∣
∣
∣
,

´g���4�h�
AN

��¤2¡��T�h�×�����Ï�T¡�¨Ä¶<�4�¥¤cªO�4§}�4¨O�4�:�h�¥�°�
(y1, . . . , yN )

ª¬�c§°§°�°��®U�°�:�h¤ �����Å�°�:�h�4��µ��c§
J
³*� Á � Á

AN (J, ω) =
∑N

n=1 χJ(yn).

iGjlk �	� k>m �~���Oo x ���~� m ����� � ��� � � � � k � � � ��

� ���P� � 3F% f a 3V7 � +.)� !%���';)Q' � a '*+>)	6$346C��7*:R�T7;%��T'*) ?H�1)
%1"S3f�!3#),�!38' �]� 7*:46 b 7;)	6Q��:47*+.�!3 J �P3(3c3 d < d � � � � I '*) [a,b] 7*)	6 ω = (y1, y2, . . .) 70�!3��F+,3#)	 R3c'*)
[a,b] d � "S3#) %1"S39�����p�1)�%A3T<*:47;%��T'*)`3#:#:W'*:C (7*) a 3 a '*+>)	6$3(6 a#b

∣
∣
∣
∣
∣

∫

[a,b]
f(x) dH(x) − 1

N

N∑

n=1

f(yn)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V (f)DN,H(ω).

� ��Á � É

Ó ¤2�u¡��T¶$¤2¡���©���©Mª ¡����4���}¤2���g����� � �c�h©�¸T¢�¯*�F�c¡��h�Jµ��c�����c���}¤2�M�}�g�°��Ò����°�h��³����4������� ��Á � Én©�¤T���u��¤2�u§}�%�2©½�h¤�c�M¡��h�'ªÀ¡�§«¶<¤2¡���©×¤2�M�����Ä�°�:�h�4®��F�c���}¤2�Ï�4���h¤2� Á ���M�����JªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®Ê�h���4���}¤2����´���©����h�4���°¶$���h�4µ��4�F�c§7 (£Ï¦�c§°®�¤2���°����¨O�gª¬¤2�g�����J���h¤2¶�§}�4¨�� ��Á 	�Én�c��©M�°�:µ��������°®:�c�h�Ä�°�M��¤%´ÐªÈ�c�g�����4¸M�c�h�*¶$�4���'Ò��4���c§ Á
� ��� �Êà
"uÞ*� ��áuà4�)"nß$åháuÞ 
�, åhÞ�� �7à4��åháuÞ

� �(ª¬¤2�*¨O¤������À�4µ��4�Æ¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§NÉJ���h¤2¶��c¶��°§°�°��¸6¨O�%�2��¡��h���Ä�����Ô©��}�������°¶�¡����}¤2�ÏªÀ¡����4���}¤2� F �}�J��¤2�
®��°µ��4�·�'¼���§°�}�4�°��§°¸�³:�����u�4§��2�F���}�%�c§��°�Tµ��4�h���}¤2�·¨O�4����¤+©Ô�}�w�°�·®��4���4�F�c§�µ��4��¸Ö�°���
�·�4�}�4�:���À� Á ® Á �-ª¾¤2����¤2¶��F�c�°���
F−1 �����h¤2¡�®��O¶��2� �+���F�2� �+�°��®0�c��©O�:¡�¨O�4���}�%�c§��°�T�h�4®��F�c���}¤2�"É Á �(�4µ��4�������4§}���h�e�-ª<�����n�°�:µ��4�h�h�)©��}�������°¶�¡����}¤2�



K���� ������� ��� 
 �����	�������
���
���
	 ����� � � ��
 � � � � � � � ��� � � ��� ����������� K ��������	�� � �����������
��
������ � �

ª ¡����4���}¤2�
H−1

i

¤2�¿�c�����h¤%¼+�°¨·�c���}¤2���J�����4�h��¤cªg�c�h�Ô��µ��c�°§��c¶�§}��³¾�����Ö��¡�¶������°��¡����}¤2�
H−1

i (1 − ui) = xi
�°�

��±:¡��c���}¤2� � ��Á 	�Éo§}�%�2©��g�h¤

∫

[0,1]

(

S0

m

m∑

i=1

e
Pi

j=1 H−1
j (1−uj) −K

)+

︸ ︷︷ ︸

f(u)

du ,
� ��Á�� É

´g���4�h�u�����)�°�:�h�4®��F�c��©
f
�}���h���°§°§�¡��:¶<¤2¡���©���© ÁwÂ ¤�����¤3´L�����)��¤2�:µ��4��®��4�����J¤cª¾�����J (£6¦U�c§°®�¤2���°����¨ ´o�

�c����§°¸
�����JªÀ¤2§°§}¤3´g�°��®·������¤2�h�4¨Mé
iGjlk �	� k>m �~��n oRqG�	��r k ��s k �lt k ��uV� jlkpzC{ q k �!��
 m � �P��� � ��� � � �P� �l3F% f(x)

a 397 � +>)	 !%��T'*)�'*)
[a,b] @B��%1"Q�R�1).<*+>LM7;:R��%��T3#�C'*),L b 7;% %1"S3|L_3 � % a '*+>)	6N7;: b ' � %1"S396$31Z�),��%��T'*) �
)	%A3#:R��7*L�?A� d 3 d f(x) → ±∞
'*),L b � � xj → aj

� '*:G7N%[L 347��F%v';)�3 j I 7*)	6 ω = (y1,y2, . . .)
a 3C79�P3��F+,3#)	 539'*) [a,b] d � +.:F%1"S3#:#=f'*:43

L_3!% cN,j = min1≤n≤N yn,j 7*)	6 aj < cj ≤ cN,j d �
� %1"S32�1=��	:W'#�-3#:V�
)	%A3T<*:47*L � ��Á >3É 3 � �
�#%1���1)c%1"S3V�!3#)-�P3
' � ��� � � J 7;)	6f� �

DN,H (ω)V[c,b](f) = o(1),
� ��Á Ù É

%1"S3#) %1"S39����� 3R�F%��
=f7;%H';:G ('*),��3F:�<$3#�]%H'y%1"S3��K7*L +-3C' � %1"-3��1=��	:4'R�-3#:Y�
)�%A3H<*:W7;L 


lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f (yn) =

∫

[a,b]
f(x) dH(x) .

Â ¤
�����F�c¶�§°�}���M��������¤2�:µ��4��®��4������´��¿���T¡������%µ��¿�h¤O���h���°¨·�c�h�¿�����¿¤2�h©��4�(¤cª cN

³������Ä¨Ô�°���°¨·�c§��4§}�4¨O�4�T�
¤cª������*¡��F��©M�h��±T¡��4������³��c��©æ�����Jµ��c�����c���}¤2�×¤cª

f
¤2�

[cq,1] Á
� k>m`m�� � ���~� • �l3F% ω = (x1, x2, . . .)

a 3|7��-7;)�6$3#:8�B'*:H��+>%��P3��F+,3#)	 53f�
) a 7��!3 p ?W3 d < d � � � � I d
� "S3F) � '*:�%1"S3G=C�
)��
=f7*L 3#L 3#=93#)�% cpN = min1≤i≤N xi "S'*LM6y%1"S3G�1)�3��F+-7*L �1%��H3R�

N−1 ≥ cpN = p−blogp Nc−1 ≥ (Np)−1.

• � ';:G7*L
L (0,m) EH�P3��F+,3#)	 53#�Q?W3 d < d � � � � I @B��%1" x0 = 0
a '*+>)	6�� � '*:G%1"S3�=C�
)��
=C+>=

cN = min1≤i≤N,1≤j≤m xi,j

7*:(32<*�1��3#) a#b
2

N
≥ cN ≥ 1

pN
.

h :4'P' � d º��4� p ¶<�Ö�����Ö¶��2�h�Ô¤cªo����� ���c�Å©��4��¦o¤2����¡��Ä�h��±T¡��4����� Á0Â ���4� xn
�}�J©��'Ò�����©Å¶:¸Ã�°�h�

p
¢a�2©��}�

�'¼+���c���h�}¤2�
n =

∑∞
i=0 a

(n)
i,p p

i �c��© xn =
∑∞

i=0 a
(n)
i,p p

−i−1 Á7Í ������µ�� a(n)
i,p = 0

ª¬¤2�o�c§°§
i > logp n

³+�c��©
�c�)§}�%�2�h�(¤2���

a
(n)
i,p

�}�)�������}�4��§°¸¥�$¤��h�°���°µ��¿ª¬¤2�
i = 1, . . . , blogp nc Á(Â ���4�h�'ª¬¤2�h� xn ≥ p−(logp n)−1,

´g�°���
��±:¡��c§°�°�a¸æ�-ª blogp nc = logp n Á¦o¤2�����}©��4���

(0, l,m)
¢È���4�o�°�Ô¶��2�h�

p Á�Â ���4�·´��g���%µ��u�<�4��©��'Ò����°���}¤2� �À�h����� Á ® Á Ø � 	 Ú É'é � �:¸Ö�4§}�4¨O�4�:�F�c��¸�°�:�h�4��µ��c§�´g�°��� ¨O�%�2��¡��h�
p−l ��¤2�:�F�c�°���æ�'¼��2�4��§°¸ ¤2���×�4§}�4¨O�4�T�Ê¤cªJ�����M���4� ÁÐÓ ¤2� i = 1, . . . ,m

�����
�°�:�h�4��µ��c§

Ji = [0, p−l)×
∏m

j=1,j 6=i[0, 1]
�}���4§}�4¨O�4�:�F�c��¸Ô´g�°���

λ(J) = p−l Á7Â ���u�4§}�4¨O�4�T� x0
§°�}�����°�Ê�c§°§

¤cª¾�������h�u�°�T�h�4��µ2�c§}�%³��h¤¿��¤Ä¤2�����4�o�$¤2�°�T�
xi, (i = 1, . . . , pl)

�}���°�·�����)�°�:�h�4��µ��c§
J =

∏m
i=1[0, p

−l) Á �)¤3´§}�4�
l = blogb nc+1 Á7Ó ¤2�g� (0,m)

¢��h��±T¡��4�����)�������$¤2�°�T�o�F�4�
xi, 0 ≤ i < bl

���2���h¤¿¶<�)�
(0, l,m)

¢È���4� Á¹+¤
cn ≥ p−blogb nc−1. Â ���æ�F�c¨O�æ�c��®�¡�¨O�4�:�O�h��¤%´u�0�����c�Ö�����4�h�·���2�0�h¤¥¶$�æ�c��§}�%�2�h�Ö¤2���
�<¤2�°�:�Ö�°�

[p−l, 2p−l) × [0, 1)m−1 ÁeÂ �:¡��u�°�uªÀ¤2§°§}¤3´u�u�����c� cn ≤ 2p−blogb nc−1.
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Â ���¿¤2�h©��4�)¤cªe�����J¨Ô�°���°¨·�c§��4§}�4¨O�4�:� cN ¤cªw�·¹+¤2¶<¤2§��h��±T¡��4�����J´n�2��®��°µ��4�¥�°�ÆØ Ù��2Ú ¶:¸
Θ(1/N) Á�Â ������h������©��°��®O§}�4¨Ô¨·�O���h�F�c¶�§°�}�������g�����¿�F�c¨O�J¤2�h©��4�(�c§}�h¤Öª¬¤2� � �c§°�h¤2�¥�c��© Ó �c¡��h�Ä�h��±T¡��4������� Á

� �4�����'ª¬¤2�����×´o�¿´g�°§°§�¡��h�J�����¿��¤2�F�c���}¤2� cN = cN1 Á º«�4�)¡����������°¨·�c�h�Ä�����¿µ��c�����c���}¤2� V[cN,1](f) ÁoÍ �©��4��¤2�h�(¶:¸
Hλ

�����(¤2���'¢�©��°¨O�4�����}¤2���c§«©�¤2¡�¶�§}�'¢��'¼+�<¤2���4�:�����c§�©��}�������°¶�¡����}¤2�æ´g�°���Ê���c�F�c¨O�4�h�4�
λ > 1

³+� Á � Á
hλ(x) = λ/2 exp(−λ|x|) ÁwÂ ���4�

H−1
λ (x) =







1
λ log(2x)

�-ª
x ≤ 1

2 ,

− 1
λ log(2 − 2x)

�-ª
x > 1

2 .

Â ����µ��c�����c���}¤2�Ö�°�������n�h�4���F��¤cª � �c�h©�¸��c��©0¯*�F�c¡��h�n�%�c�Ö�c§°´n��¸��7¶$��¶$¤2¡���©���©0¶T¸ 2m ¢È���°¨O���7����� �)�°�F�c§°¸
µ2�c�����c���}¤2� �À�h���(� Á ® Á Ø � 	 Ú É�¤cª������(´g��¤2§}�)ª ¡����4���}¤2� Á ¹T�°����� f �}��¨O¤2��¤2�h¤2���(�°�M�c§°§<µ2�c�����c�h���3³+��¤2�T���°�:¡�¤2¡���c��©½�<¤����°���°µ���³������ �(�°�F�c§°¸
µ��c�����c���}¤2�¥�%�c�M¶<�J�%�c§}�4¡�§��c�h��©¥�2�u�����¿©��-²<�4�h�4�����Ä¤cª������*ªÀ¡����4���}¤2�Mµ��c§°¡��Ä�c�
�����J�4��©½�<¤2�°�:�h�%é

V[cN,1](f) ≤ 2m




S

m

m∑

i=1

i∏

j=1

(2cN )−1/λ −K




� ��Á � É

iGjlk �	� k>m �~��� � � 3F% Hλ
a 3 %1"S3 6N';+ a L 3#E43 � �S'*)�3#)�%��T7*LY6*�
�#%�:#� a +>%��T'*) ? λ > m I d � "S3������ 7*L <N'*E

:R��%1"$= � '*: � ' a '*L J � 7*LM%H'*) 7*)	6 � 7*+>:43f�P3��F+,3#)	 53R� � ';:f%1"S3|�1)�%A3T<;:W7;%��T'*)0�	:4' a L 3#= � ��Á�� É @B��%1" H(x) =
∏m

i=1Hλ (xi)  (';),��3#:T<$3R�]@B�1%1"c'*:46$3#:
O
(

logmN

N1−m/λ

)

.

h :4'P' � d�Ó ¤2§°§}¤%´g�°��®¥Ø Ù���Ú �c��©ÅØ�	 � Ú �����J�°�:�h�4®��F�c���}¤2�6�4���h¤2���%�c�½¶<�J¶<¤2¡���©���©½¶:¸
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f (yn) −
∫

[0,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

f (yn) −
∫

[cN,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Im\[cN,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣

≤ |[1 − λ([cN,1))] f(1)| +DN (ω)V[cN,1](f) +

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Im\[cN,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
.

� ��Á�� É

f(1)
�}�gÕ%�4�h¤
�c��©M�����4�h�'ªÀ¤2�h�Ä�c§}�F¤Ô�����(Ò��h������¡�¨Ô¨·�c��© Á�Ó ¤2�u�����¿�F����¤2��©M��¡�¨Ô¨·�c��©M´o�¿¤2¶��F�c�°�×¡��h�°��®� ��Á � É'³�º«�4¨Ô¨·� ��Á 	�³"�c��© DN (ω) = O(logmN/N)

é

DN (ω)V[cN,1](f) ≤ O




logmN

N

m∑

i=1

i∏

j=1

N1/λ



 ≤ O
(

logmN

N1−m/λ

)

.

Ó �°���c§°§°¸�³�´��¿�c���c§°¸+Õ%�J�����*��¤2�:µ��4��®��4�����Ä¤2�h©��4�u¤cª7�����(�����°�h©½�h�4��¨ ÁeÂ ���4�h�'ª¬¤2�h�J´��J©��°µ+�}©��*�����*�°�:�h�4��µ��c§
I = [0, 1]

�°�×�����J�����h��� �À©��}�Àç�¤2�°�:��Éu��¡�¶��h�4�h�
A1 = [0, cN ) , A2 = [cN , 1/2)

�c��©
A3 = [1/2, 1] ÁnÂ ���}��°��©�¡������Ô�½���c�����°���}¤2��¤cª

Im �°�
3m �h¡�¶��h�4�h�

Ij =
⊗m

s=1Aj,s
³�´g���4�h�

Aj,s
�}�
Ai

�-ªu�����·���h¤cç����4���}¤2�
¤cª
Ij
¤2�Ï�����

s
¢�©��°¨O�4�����}¤2�Å��¤2�°���4�}©����J´g�°���

Ai ÁÄÓ ¡��������4��¨O¤2�h�·§}�4� lj,i, (i = 1, 2, 3)
¶$�Ö�����0�T¡�¨Ä¶<�4�

Ai
¢��4§}�4¨O�4�:�h�)�°�½�����J���h¤+©�¡��4� Á�)¤3´�´��Ä©��'Ò���� A �2�n�����¿�F�4�u¤cªe�c§°§

Ij
�����c�g§°�}�J�°�

Im \ [cN,1] Á ¹+¤Ô´o�J®��4�
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Im\[cN,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
=
∑

Ij∈A

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ij

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
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 � � � � � � � ��� � � � � � ����� � � � ����� � 	�� � ���	��� � �
��

����� � � �

�)¤3´ ©��'Ò����J�����(ªÀ¡����4���}¤2�

B(xi) =







x
−1/λ
i

�-ª
xi ∈ A1 ∪A2,

1
�4§}�h��³

�h¤Ö�����c�u´o�J®��4�g�����J�°����±T¡��c§°�°��¸
f(x) ≤ C̄

∏m
i=1B(xi)

ª¬¤2�u�h¤2¨O�¿��¤2�����F�c�T�
C̄ ÁeÂ ���}��¸T�}�4§}©��

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ij

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ O





(∫ cN

0
x−1/λ dx

)l1,j
(
∫ 1/2

cN

x−1/λ dx

)l2,j
1

2l3,j





≤ O
(

c
(1−1/λ)l1,j

N

)

.

Ó ¤2�*����� � �c§°�h¤2�«³ Ó �c¡��h�O�c��©Å¹+¤2¶<¤2§��h��±T¡��4�������*´��0®��4�*´g�°���6�����Ä���h������©��°��®½§}�4¨Ô¨·� cN = Θ(1/N)�c��©ÊÒ����c§°§°¸æ´g�°���
l1,j > 0

ªÀ¤2�
Ij ∈ A é

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Im\[cN,1]
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
= O

(

N−(1−1/λ)
)

≤ O
(

logmN

N1−m/λ

)

.

Â ���}�*�h����¡�§°�J�%�c�Ï¶$��®��4���4�F�c§°�°Õ%��©Ï�h¤½�c§°§w©��}�������°¶�¡����}¤2���%³«´g���}�h�Ï����µ��Ö§°�°®��T�h�4�¿�F�c�°§}�*�����c�6�����Ô©�¤2¡�¶�§}�'¢�'¼+�<¤2���4�:�����c§�©��}�������°¶�¡����}¤2� ÁnÂ ���*ª¬¤2§°§}¤%´g�°��®
¤2¶TµT�}¤2¡��)§}�4¨Ô¨·�Ô´g�°§°§����h¤%µ+�}©��¿�����¿¶��2�F�*ªÀ¤2�g�����Ä®��4���4�F�c§-¢�°Õ3�c���}¤2� Á
� k>m`m�� � � �~�B�
� %1"S3#:(3�3 � �
�#%~7*) x0 ∈ R 7*)	6V%�@['/6$3#),�R��%��T3R� f1 7;)	6 f2 ';) R �#+S F"G%1">7;% f1(x) ≥ f2(x)� ';:Q7;L
L x ≥ x0 J %1"S3#) %1"S3c�
),�*3#:5�P3O6;���F%�:R� a +S%���'*) � +>)	 !%��T'*)-�c7N !%G�
) %1"S3Q�F7*=938=f7*)�)�3#: F−1

1 (x) ≥
F−1

2 (x)
� '*:G7*L1L x ≥ x0 d

iGjlk �	� k>m �~���~��� '*:V7*L1L	6*�
�#%�:#� a +S%��T'*)-� H(x) = H1(x1)H2(x2) · · ·Hm(xm) @B��%1"|%1"-3��	:W'#�-3#:F% b %1"S7;%
%1"S3#:(3C3 � �
�#%v7 λ > m 7*)�6X7*) x0

� '*:G7*L1L 1 ≤ i ≤ m �R+- #"c%1">7;% Hi(x) < Hλ(x)
� '*:G7;L
L x > x0 J %1"S3

 ('*),�*3#:�<.3#)	 53|';:W6$3F:Y' � %1"S3f� �p��7*L <N'*:#�1%1"$= @B�1%1"y�
),�*3#:5�#��';)O=93F%1">'P69+.�R�1).< � ' a '*L J � 7*LM%H'*) '*: � 7*+>:(3
�!3��!+-3#)� 53R� � '*:�%1"S3 �	:4' a L 3#= � ��Á�� É ���

O
(

logmN

N1−m/λ

)

.

h :4'P' � duÍ �°����¤2¡��*§}¤��h�J¤cª�®��4���4�F�c§°�°�a¸Ã´o�O�2�h��¡�¨O�
Hi(xi) = F (xi)

ªÀ¤2�
1 ≤ i ≤ m Á � ®:�c�°�Ï´��0�F������°����±:¡��c§°�°�a¸�� ��Á�� É Á�Â ���eÒ��h���«�h�4��¨ ��±T¡��c§}�¾Õ%�4�h¤ Á �Èª cN �}���h¨·�c§°§��4��¤2¡�®��Ä´��w����µ��

F−1(cN ) < H−1
λ (cN )�h¤������c�g�����(�F����¤2��©
�h�4��¨ �%�c�æ¶<�(¶$¤2¡���©���©Ê§°� ���*�°�æ�����(���h¤T¤cª7¤cª Â ����¤2�h�4¨ ��Á � ÁeÓ ¤2�n�����*�����°�h©Ê�h�4��¨´��g©��°µ+�}©��

I
�°�
A1 = [0, cN ]

³
A2 = (cN , x̄]

³T�c��©
A3 = (x̄, 1]

³:´g���4�h�
x̄
�}�7�����g�h¤2§°¡����}¤2�·¤cª

F (x) = 0 Á
Í �J©��'Ò����

B(xi) =







eF
−1(xi)

�-ª
xi ∈ A1 ∪A2

1
�4§}�h�

¹+¤
f(x) <

∏m
i=1B(xi)

�c��© ´g�°���������Å�F�c¨O�Æ��¤2�F�c���}¤2���¥�2�×¶$�'ª¬¤2�h�Æ�c��©Ð�����Ë¤2¶��h�4��µ2�c���}¤2� �����c�
eH

−1
λ (x) > eF

−1(x) �°� A1
³�´��*Ò����}���

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ij

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ O

((∫ cN

0
x−1/λ dx

)l1,j
(∫ x̄

cN

x−1/λ dx

)l2,j

(1 − x̄)l3,j

)

≤

O
(

(cN )(1−1/λ)l1,j

)

Â ���J��¤2�:µ��4��®��4�����0¤2�h©��4�u�}�g��¤3´ �%�c§}�4¡�§��c�h��©¥�c���c§}¤2®�¤2¡��)�h¤ Â ����¤2�h�4¨ ��Á � Á



����� ������� � � 
 �������������
���
���
	 ��� � � � ��
 � � � � � � � ��� � � � � � ����� � � � ����� � 	�� � ���	��� � �
��

����� � � �

� �]Û �������	��

������������������������������� �!��

�"���

#!$&%('*),+-%/.
01'324)657%/81$&2,9�'30�:".;:<81$&%/.	0
=�%�>/'?:<@A'*)B8
%/CD.;:<@E81.;:<)&0GFH24.15I:<81'324)I:<)&9�0;%/@39J245K:L+4:<'*@?:<MJ@3%DN�OP)&018
%L:49
2<FQ81$&%R'*)B+-%/.
0
%S9E'30181.1'*MJTJ81'324)UFVTJ)&>/81'324)W24)&%S>L:<)X81.1YZ2481$&%/.7F[TJ)&>/81'324)&0L\!]�$J'3>
$U5^'*CD$B8_M�%`%L:40
'3%/.I8
2
'*5^=J@3%/57%/)B8LNba�9J9E'*81'324)�:<@*@*Y-\�'cFd81$&%e8;:<'*@30b:<.
%�$&%L:�+AYR%/)&24TJCD$f\�24)&%�>L:<)SFH24.
>�%�81$&%e'*),8
%/CD.;:<)&9g8
2_M�%e2<F
M�24TJ)&9J%�9h+D:<.1'?:<81'324)fNSi,T&>
$j'*)B8
%/CD.;:<@!81.;:<)&0GFH24.1570�:<.
%k>/@32D0
%/@*Yl>�24)J)&%�>/8
%�9h8
2R'*5^=�24.18;:<)&>�%k0;:<5^=J@*'*)JC
57%/81$&2,9J0mN
nf%/8

G
M�%(:�9E'30181.1'*MJTJ81'324)�24)

R
m ]�'*81$�9J%/)&01'*8oY g(x) = g1(x)g2(x) · · · gm(x)

\m81$&%/)�]d%(>L:<)e81.;:<)&0GF[24.15
81$&%p'*)B8
%/CD.;:<@ �HqEN�	-rs8
2

∫

[0,1]

(

S0

m

m∑

i=1

e
Pi

j=1 G−1
j (1−xj) −K

)+ m∏

i=1

hi(G
−1
i (1 − xi))

gi(G
−1
i (1 − xi))

dG(x),
�HqENut-r

#v2_24MJ8;:<'*)w:70
5I:<@*@v+D:<.1'?:<81'324)f\�81$&%�9E'30181.1'*MJTJ81'324)
G
01$&24TJ@39`$�:L+-%e81$&%xF[24@*@32m]�'*)JC_=J.
24=�%/.181'3%�0Ly

g(x) >

0
FH24.k:<@*@

x ∈ R
m :<)&9X81$&%w9J%/)&01'*8oY g 01$&24TJ@39X$�:L+-%w:z01'*5^'*@?:<.�01$�:<=�%w:40 |f(x)h(x)| N|{Q%/.
%`]s%>�24)&01'39J%/.Q8o]d2g}[~1�4�J�V�/�4~��7�D}[�H�4�l�4�?�/}[~������E}[�[�D�J�-y�24)S81$&%�24)&%x$�:<)&9w81$&%��[0
$J'cFV8
%�9�r"9J24TJMJ@3%��o%��A=�24)&%/)B81'?:<@

9E'30181.1'*MJTJ81'324)�]�'*81$
λi = � :<. [Hi]

:<)&9
µ = argmaxx∈Rm p(x)

∏m
i=1 hi(xi)

\�]�$&%/.
%
hi
9J%/)&248
%�0b81$&%

9J%/)&01'*8oYX2<F
Hi
:<)&9W24)�81$&%R2481$&%/.k$�:<)&9W81$&% �V.
%�0
>L:<@3%�9�r^$�:<8_F[TJ)&>/81'324)�2<Fx81$&%R.;:<81'32h2<FxTJ)J'cFH24.1570

57%/81$&2,9 �[%DN C`�u�D�<�Vr�N��!2481$`9E'30181.1'*MJTJ81'324)&0�:<.
%Q>�245^=JTJ8;:<81'324)�:<@*@*Y`%L:40
Y78
26$�:<)&9E@3%x:<)&9�$�:�+-%p8;:<'*@30�01T&>;$
81$�:<8�81$&%!'*)B8
%/CD.;:<)&9^'30(2<F�M�24TJ)&9J%�96+4:<.1'?:<81'324)fN(iA2x:401YA5^=J8
2481'3>L:<@*@*Y�81$&%�0
%�:<@*C-24.1'*81$J570�=�%/.GF[24.15�M�%/818
%/.
81$�:<)`81$&%p'*)B+-%/.
0
'324)R57%/81$&2A9R:<@*C-24.1'*81$J570LN

�x�o� � ��� � �
��� � �s�B����� � � �������b 

Oo)U81$&%R=J.
%/+A'324T&0k0
%�>/81'324)&0k]d%S81.;:<)&0GF[24.157%�9�81$&%S'*)B8
%/CD.;:<@p8
2l81$&%STJ)J'*8k'*)B8
%/.1+D:<@QT&0
'*)JC¡:z01TJ'*8;:<MJ@3%
9J%/)&01'*8oYk8
2^M�%x:<MJ@3%p8
279E'*.
%�>/81@*Y`:<=J=J@*Y£¢�T�:40
'c�o¤S24),8
%�¥!:<.1@32^57%/81$&2A9J0�]�'*81$`.
%�01=�%�>/8�8
2^81$&%pTJ)J'cFH24.15
9E'30181.1'*MJTJ81'324)fNdi,T&>;$R:x=J.
2A>�%�9ETJ.
%D\E$&2L]s%/+-%/.L\J5^'*CD$B8�@3%L:49k8
2�=J.;:4>/81'3>L:<@�=J.
24MJ@3%/570L\AFH24.s%��&:<5^=J@3%Q'cF¦81$&%
.
%�01TJ@*81'*)JC`=J.
2A9ET&>/8e8
%/.15§'*) �HqENut-rQ'30x01$�:<.1=J@*Yg=�%L:<¨-%�9�\v]�$J'3>;$z5^'*CD$B8�$�:<=J=�%/)lF[24.x0
2457%7=�:<.;:<57%/8
%/.
>
$&24'3>�%�0LNSOo)h81$&%�0
%k>L:40
%�0L\	24)&%_>L:<)J)&2486%��E=�%�>/8�TJ)J'cF[24.15^@*Yl9E'30
81.1'*MJTJ8
%�9Z¢Q¤�¥©57%/81$&2,9J0�8
2R@3%L:49h8
2
:4>�>�%/=J8;:<MJ@3%g.
%�01TJ@*8
0LN©OP)K� � 	<�b:<)&9�� � �ª�x{�@?:�]�¨D:¡:<)&9�¤0/&>
¨U=J.
24=�2D0;%�9«:h57%/81$&2A9UF[24.�81$&%g9E'*.
%�>/8
>/.
%L:<81'324)�2<F

F
�o9E'30181.1'*MJTJ8
%�9w@32L]!�o9E'30
>/.
%/=�:<)&>/Yg0
%�¬,T&%/)&>�%�0L\�]�$&%/.
%

F
'30p:I9E'30181.1'*MJTJ81'324)g]�'*81$�01TJ=J=�24.18

Im :<)&9R9J%/)&01'*8oY f NOo)j24TJ.^>L:40
% �[0;%�% �HqEN�	-r
r�\	81$&%k9E'*57%/)&01'324)&0^2<F"81$&%k{"�o9E'30181.1'*MJTJ8
%�9
m
�o9E'*57%/)&01'324)�:<@!+4:<.1'?:<8
%�0^:<.
%k'*)E�

9J%/=�%/)&9J%/),8p:<)&9R81$BT&0�81$&%e9J%/)&01'*8PYR>L:<)RM�%pF�:4>/8
24.
%�9R'*),8
2_:7=J.
2,9ET&>/8Q2<F(24)&%��o9E'*57%/)&01'324)�:<@�9J%/)&0
'*81'3%�0LN
¥s24)&0
%�¬,T&%/)B81@*Y�]d%e:<=J=J@*Y�81$&%b01'*5^=J@3%/.�>�24)&0181.1T&>/81'324)fy
­�®A¯z¯l°²±f³V´Kµ �`¶ ° � �E°�·�¸c¹fºB»½¼L³�¾¦¿/}
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DN,F (ω̃) ≤ (1 + 3mMf )DN (ω) .
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